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Описано алгоритм багатоваріантної побудови емпіричних
математичних моделей. Запропонована система критеріїв
адекватності і відбору цих моделей. Проведено порівняння

моделей, отриманих з використанням розробленої
комп’ютерної програмної системи з аналогічними 

моделями, отриманими засобами MathCAD.

An algorithm of multiple)path synthesis of empiric 
mathematical models was described. System of adequacy 

criteria and selection of this models were offered. A comparison
between models obtained by using the developed computer pro)

gram system and similar models obtained by using MathCAD’s
instruments was made.

Постановка проблемы
Математическая модель реаль�

ной системы является ее форма�
лизованным описанием, позво�
ляющим изучить систему мате�
матическими методами. Обыч�
но она состоит из совокупности
соотношений (уравнений, нера�
венств, логических условий,
формул и т. д.), определяющих
характеристики состояний сис�
темы, в зависимости от ее пара�
метров, входных сигналов, на�
чальных условий и времени. В
качестве основного количест�
венного показателя таких моде�
лей принимается их адекват�
ность, определяющая глубину и
объективность предоставляе�
мых ими знаний.

В вопросе построения мате�
матических моделей исследуе�
мых процессов и явлений можно
выделить два подхода, условно 

назвав их как фундаментальный
и феноменологический. Первый
из них предполагает примене�
ние фундаментальных законов
природы для установления вза�
имосвязи между параметрами
изучаемых объектов и процес�
сов. При таком подходе процес�
сы функционирования элемен�
тов системы записываются в виде
алгебраических, интегральных,
дифференциальных, конечно�
разностных или других соотно�
шений. Математические модели,
получаемые при таком подходе,
свободны от каких�либо ограни�
чений на область изменения
значений параметров процесса.
Однако на практике разработка
подобных моделей представля�
ет собой весьма сложную и в
большинстве случаев неразре�
шимую задачу.
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Смысл феноменологическо�
го подхода состоит в замене ис�
тинных зависимостей взаимо�
связи основных объектов про�
цесса — их приближенными ал�
гебраическими, построение ко�
торых осуществляется на базе
имеющихся эмпирических зна�
ний об объекте в виде экспери�
ментальных данных, своего ро�
да зафиксированной количест�
венной характеристики некото�
рого частного его состояния.
Как метод получения эмпириче�
ских математических моделей
применяется математический
аппарат аппроксимации, интер�
поляции и регрессионного ана�
лиза. При таком подходе могут
быть получены всеобъемлющие
(в смысле охвата независимых
параметров процесса) матема�
тические модели в виде алгеб�
раических зависимостей. Сте�
пень адекватности таких моде�
лей во многом зависит от удач�
ного выбора их вида, объема
экспериментальных данных, ис�
пользованных для определения
параметров модели, и других
факторов.

Поэтому задача автоматиза�
ции процедуры выбора аппрок�
симирующих зависимостей для
эмпирических математических
моделей является весьма акту�
альной.

Анализ предыдущих 
исследований
Одним из направлений по�

строения эмпирических мате�
матических моделей является
направление, базирующееся на
стратегии оптимальной органи�
зации опытов, и получившее на�
звание планирование экспери�
мента [1].

В институте сверхтвердых
материалов (ИСМ) НАН Украи�
ны разработан оригинальный
алгоритм многовариантного пост�
роения эмпирических математи�
ческих моделей [2], основанный
на методологии линеаризации
[3] базовых функциональных за�
висимостей и ориентированный
на максимальное использова�
ние огромных вычислительных
возможностей современной ком�
пьютерной техники. Алгоритм
предусматривает автоматичес�
кую генерацию и линеаризацию
аппроксимирующих зависимос�
тей для использования в качес�
тве эмпирических математиче�
ских моделей, а также селек�
тивный анализ каждой новой
модели на предмет ее адекват�
ности. При этом акцент делает�
ся на поиск подходящих апп�
роксимирующих зависимостей,
наиболее адекватно описываю�
щих имеющиеся эксперимен�
тальные данные. Дальнейшие
исследования в этом направле�
нии должны быть направлены
на разработку критериев оцен�
ки адекватности и отбора моде�
лей.

Цель работы
Разработка критериев адек�

ватности и отбора эмпиричес�
ких математических моделей.

Результаты проведенных 
исследований
Как метод генерации апп�

роксимирующих зависимостей
предлагается использовать обыч�
ную и двойную суперпозицию в
базовые функциональные зави�
симости, в качестве которых
приняты следующие основные
классы зависимостей: рацио�
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нальные, дробно�рациональные,
степенные и показательные ви�
да:

(1)

(2)

(3)

(4)

где xn и ao, an(n = 1, …, N) —
аргументы и неизвестные коэф�
фициенты аппроксимирующих
зависимостей соответственно;
N — число аргументов.

Простая суперпозиция осу�
ществляется с помощью функ�

ций вида 
подстановкой Xn → xn; двойная —
функциями F1(u) = u, F2(u) = u�1,
F3(u) = lg(u), F4(u) = [lg(u)]�1 и
подстановкой Fk(Xn) → Xn(k = 1,
2, 3, 4). Двойная суперпозиция
осуществляется только в апп�
роксимирующие зависимости
(1), (2). При таком подходе на
базе зависимостей (1—4) гене�
рируется множество линеари�
зованных аппроксимирующих
зависимостей, общее пред�
ставление которых имеет вид:

(5)

k = 1, 2, 3, 4; (6)

(7)

(8)

Методом линеаризации ура�
внения (5, 6) сводятся к одному
из линейных уравнений вида:

(9)

где Y = y для уравнения (1) и Y =
= y�1 для уравнения (2); An = an(n =
= 0, …, N), Znk = Fk[G(xn, tn)] (k =
= 1, 2, 3, 4).

Зависимости (7, 8) после ли�
неаризации преобразуются к
виду:

(10)

Здесь Y = lg(y), Ao = lg(ao) и
приняты следующие обозначе�
ния: Zn = lg(xn), An = tnan(n = 1, …,
N) для уравнения (3) и Zn = xn, An =
= tnlg(an) (n = 1, …, N) для урав�
нения (4).

Определение неизвестных
коэффициентов ao, an(n = 1, …,
N) в уравнениях (1—4) основано
на использовании минимизаци�
онной процедуры метода на�
именьших квадратов [4].

Адекватность получаемых эм�
пирических математических мо�
делей предлагается оценивать
такими характеристиками, как
среднеквадратическое или cред�
нелинейное отклонение прогно�
зируемых значений зависимой
переменной от фактических
(∆с), надежность (n) и тенден�
ция (t) прогнозирования.
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Смысл первой характеристи�
ки ясен и не требует каких�либо
комментариев.

Надежность прогнозирова�
ния является количественной
характеристикой эмпирической
математической модели. Пусть
±δ — интервал допустимых от�
клонений (в %) зависимой пе�
ременной, а Mδ — число прогно�
зируемых значений зависимой
переменной, попадающих в ин�
тервал [T – δ, T + δ], где T — точ�
ное (экспериментальное) зна�
чение зависимой переменной.
Тогда надежность прогнозиро�
вания определяется, как выра�
женное в процентах отношение
Mδ к общему числу M точек на�
блюдений зависимой перемен�
ной, т.е., n = (Mδ/M)·100, (%).

Тенденция прогнозирования
является качественной характе�
ристикой и выражается в преоб�
ладании завышения или зани�
жения результатов прогнозиро�
вания зависимой переменной
по отношению к точным (экспе�
риментальным) ее значениям.
Если через M– обозначить чис�
ло прогнозируемых значений
зависимой переменной, не по�
падающих в интервал [T – δ, T + δ],
и лежащих за нижней его грани�
цей, а через M+ — число анало�
гичных значений, но лежащих за
верхней его границей, то при
M+ > M– имеет место тенденция
к завышению, а при M+ < M– —
тенденция к занижению. При M+ =
= M– тенденция не определена
(или имеет место нулевая тен�
денция). Количественной ха�
рактеристикой тенденции может
служить вероятность завыше�
ния или занижения, определяе�

мые как t+ = M+/M, t– = M–/M со�
ответственно. Введенные таким
образом характеристики на�
дежности и тенденции прогно�
зирования могут служить и кри�
териями адекватности получае�
мых математических моделей.

Критериями адекватности
приняты:

— минимум среднели�
нейного отклонения прогнози�
руемых значений зависимой
переменной от фактических на
совокупности проанализиро�
ванных моделей;

— максимум показателя на�
дежности прогнозирования при
заданном уровне допустимой
погрешности; 

— экстремум требуемого ха�
рактера (к завышению, к зани�
жению, к совпадению) тенден�
ции прогнозирования.

Вычисление числовых значе�
ний критериев производится на
базовой совокупности экспери�
ментальных данных после опре�
деления неизвестных коэффи�
циентов ao, an(n = 1, …, N). В [5]
такие коэффициенты называ�
ются рабочими параметрами
модели, а процедура определе�
ния их значений по набору дан�
ных, полученному в результате
наблюдений над реальной сис�
темой — задачей идентифика�
ции модели. 

Аргументы функциональных
зависимостей (1—4) отождест�
вляются с независимыми фак�
торами анализируемого про�
цесса. В созданном в ИСМ НАН
Украины компьютерном про�
граммном обеспечении реали�
зован вариант построения и
анализа эмпирических матема�
тических моделей с числом ра�
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бочих параметров до 7�ми вклю�
чительно. Такие модели описы�
вают процессы с числом неза�
висимых факторов, не превы�
шающим 6. Если в решаемых
конкретных задачах число неза�
висимых факторов меньше 6, то
образовавшиеся «вакантные»
места могут быть заполнены до�
полнительными, так называе�
мыми квазинезависимыми пе�
ременными, функционально свя�
занными с основными. По такой
схеме можно учитывать, напри�
мер, эффекты парного влияния
независимых факторов. Значе�
ния введенных таким образом
новых независимых перемен�
ных определяются расчетным
путем по зависимостям, кото�
рые выражают принятые функ�
циональные связи. Благодаря
этому увеличивается число ра�
бочих параметров получаемых
моделей, а с ним и дополни�
тельные возможности при поис�
ке наиболее адекватных из них.

Эффективность разработан�
ной компьютерной програм�
мной системы была проверена
при построении эмпирических
математических моделей взаи�

мосвязи составляющих силы
резания с показателями режи�
мов обработки при нарезании
зубчатых колес дисковыми фре�
зами. В качестве независимых
переменных были приняты: по�
дача (S), число оборотов (N) и
глубина резания (t). Зависимы�
ми переменными выступали
осевая (Px), тангенциальная (Py)
и радиальная (Pz) составляю�
щих сил резания.

Для аппроксимации данных
экспериментального исследо�
вания силовых факторов были
выбраны однотипные аналити�
ческие зависимости типа:

(14)

где a0,i, a1,i, a2,i, a3,i — рабочие
параметры моделей.

Результаты определения ра�
бочих параметров моделей (14)
с помощью разработанной сис�
темы были сравнены с анало�
гичными результатами, полу�
ченными средствами MathCAD.
Значения показателей адекват�
ности сравниваемых эмпириче�
ских математических моделей
для трех составляющих сил ре�
зания приведены в табл.
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Показатели адекватности эмпирических математических моделей

Показатели адекватности Составляющие силы резания

название обозначение Px Py Pz

показатели 
адекватности

, % 1,32/1,28 1,38/2,45 1,64/3,29

, % 4,36/4,69 5,86/7,85 5,92/9,26

показатель надежнос�
ти прогнозирования
при допустимой 5%�

ной ошибке

n5%, % 100/100 98,21/87,5 98,21/76,6

Примечание: числитель — разработанная система, знаменатель —
MathCAD
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Выводы
1. Разработанная система

автоматизированного многова�
риантного построения и анали�
за эмпирических математичес�
ких моделей и положенный в ее
основу алгоритм инвариантны
по отношению к объекту иссле�
дования и предметной области,
к которой этот объект принад�
лежит.

2. Сравнение эмпирических
математических моделей, полу�
ченных с использованием раз�
работанной компьютерной про�
граммной системы с аналогич�
ными моделями, полученными
средствами MathCAD доказы�
вает их безусловное преимуще�
ство по всем показателям адек�
ватности.
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