
Постановка проблеми
В умовах сучасного вироб�

ництва виникає потреба в про�
веденні різних, часом складних,
розрахунків. Обробка експери�
ментальних даних, обґрунтуван�
ня і вибір оптимальних умов
проведення технологічного про�
цесу, визначення об’ємів подачі
і витрат сировини, розрахунок
виходу готового продукту — це
неповний перелік завдань, які
можна вирішити за допомогою
математичного моделювання з
подальшою оптимізацією ви�
робничих процесів [1—4].

У лікеро�горілчаній галузі
харчової промисловості акту�
альною проблемою є очищення
купажу на основі збродженого
яблучного соку від високомоле�
кулярних сполук (ВМС) з метою
підвищення його прозорості і
стабільності, уникнення утво�
рення вторинних колоїдних по�
мутнінь. Купаж (суміш збродже�
ного яблучного соку, меду, екс�

трактів лікарських рослих та
інших інгредієнтів, передбаче�
них рецептурою) використову�
ють для приготування слабоал�
когольних напоїв. Ступінь очи�
щення купажу характеризується
показниками прозорості, стабіль�
ності — об’ємом згустку муті [5].

Мета роботи
Для моделювання і оптиміза�

ції процеса очищення купажу від
ВМС були проведені експери�
ментальні дослідження, резуль�
тати яких оброблювали мето�
дом повного факторного експе�
рименту типу ПФЕ = 23, що дає
можливість математично описати
досліджуваний процес в деякій
локальній області факторного
простору, яка лежить навколо
вибраної точки з координатами
(х01, х02, …, х0n) і отримати ма�
тематичний опис процеса у ви�
гляді відрізка ряду Тейлора [1�
4]: 
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де β — значення функції від�
клику на початку координат.

Слід відзначити, що коефі�
цієнти шуканого рівняння виз�
начаються на основі експери�
ментальних даних і, відповідно,
несуть на собі відбиток похибок
експеримента. Щоб це підкрес�
лити, в рівнянні (1) символ β, що
виражає дійсні значення ко�
ефіцієнтів, замінено на b.

За допомогою повного фак�
торного експеримента здійсню�
вали пошук математичного опи�
су процеса прояснення купажу і
знаходження його об’єму згуст�
ку муті у вигляді рівняння:
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Рівняння (2) називається
рівнянням регресії, а коефі�
цієнти, що до нього входять, —
коефіцієнтами регресії.

Для розроблення рівнянь ре�
гресії було взято три фактори,
які б виражали залежність, про�
зорості, об’єму згустку муті від
вхідних параметрів:

х1 = τ — тривалість процесу,
хв.; х2 = с — концентрація ад�
сорбента, % мас.; х3 = t — тем�
пература суміші адсорбент —
купаж, °С.

Значення вибраних рівнів
факторів варіювання представ�
лені в табл. 1.

Матриця планування експе�
рименту із розрахунковими стов�
пчиками взаємодії факторів по�
дані в табл. 2.

В якості функції відклику були
вибрані прозорість та об’єму
згустку муті в купажі при збері�
ганні у порівнянні з необробле�
ним купажем [5]. Отримані ре�
зультати досліджень прозорості
та об’єму згустку муті представ�
лені в табл. 3.
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Таблиця 1
Рівні факторів та інтервали варіювання

Рівні факторів

X1 Х2 Х3

Тривалість про�
цеса, хв.

Концентрація ад�
сорбента, % мас.

Температура
процеса, °С

Верхній рівень 40 5,0 80

Основний рівень 25 3,5 70

Нижній рівень 10 2,0 60

Інтервал варіювання 15 1,5 10

Рівень + α 50 10,0 100

Рівень – α 0 1,7 40
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Для реалізації поставленої
задачі був обраний рототабель�
ний план другого порядку, який
передбачає рівність і мінімаль�
ність дисперсій передбачених
значень змінної для всіх точок
факторного простору, виконан�
ня якого дозволяє здійснити
комплексний вплив на стан
об’єкта дослідження.

План експерименту був скла�
дений так, щоб рондомізувати
(тобто зробити випадковими)
систематично діючі фактори, які
важко підлягають обліку і конт�
ролю, для того, щоб можна було
врахувати їх статистично [1, 4,
6].

Загальна кількість дослідів у
матриці планування:

N = 2n,

де n — число факторів.

На основі повного факторно�
го експермента обчислювали
коефіцієнти регресії, користую�
чись наступними формулами:

(3)

(4)

де х1...хn — фактори (неза�
лежні змінні величини, що впли�
вають на протікання процесу, це
можуть бути температура, три�
валість, фракційність, концент�
рація); b0, bі, bij — коефіцієнти,
що характеризують вільний
член рівняння, лінійні, квадратні
ефекти та ефекти взаємодії; j —
номер досліду; і — номер фак�
тора. 
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Таблиця 2
Матриця планування експерименту

Дослід X0 X1 (τ) X2 (с) X3 (t)

1 1 �1 �1 �1

2 1 +1 �1 �1

3 1 �1 +1 �1

4 1 +1 +1 �1

5 1 �1 �1 +1

6 1 +1 �1 +1

7 1 �1 +1 +1

8 1 +1 +1 +1

9 1 �α 0 0

10 1 +α 0 0

11 1 0 �α 0

12 1 0 +α 0

13 1 0 0 �α

14 1 0 0 +α

15 1 0 0 0
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Таблиця 3
Функції відклику для процесу адсорбційного очищення 

купажу палигорськітом

Дослід X0 X1 (τ) X2 (с) X3 (t)

Y

Про�
зорість, %

Об’єму
згустку

муті,
см3/дм3

1 1 10 2,0 60 89 0,224

2 1 40 2,0 60 85,9 0,0

3 1 10 5,0 60 96,1 0,12

4 1 40 5,0 60 88,3 0,04

5 1 10 2,0 80 95,7 0,12

6 1 40 2,0 80 95,3 0,0

7 1 10 50 80 98,0 0,22

8 1 40 5,0 80 96,8 0,04

9 1 0 3,5 70 96,4 0,14

10 1 50 3,5 70 88,3 0,005

11 1 25 1,7 70 95,1 0,006

12 1 25 10,0 70 98,2 0,14

13 1 25 3,5 40 97,2 0,2

14 1 25 3,5 100 96,2 0,02

15.1 1 25 3,5 70 95,6 0,015

15.2 1 25 3,5 70 96 0,075

15.3 1 25 3,5 70 96,7 0,0

15.4 1 25 3,5 70 96,5 0,02

15.5 1 25 3,5 70 96,5 0,02

15.6 1 25 3,5 70 95,5 0,03
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Деякі із коефіцієнтів регресії
можуть бути надзвичайно мали�
ми — незначущими. Для вста�
новлення значущості коефіцієн�
та необхідно обчислити оцінку
дисперсії, якою він визначаєть�
ся:

(5)

(6)

де N – 1 — кількість ступенів 

свободи; — середнє значен�
ня функції відклику.

Вважали, що коефіцієнт рег�
ресії — значущий, якщо викону�
валася умова:

|bі| ≥ Sb
.t,                (7)

де t — значення критерія
Стьюдента [4].

Якщо умова (7) не виконува�
лася, то коефіцієнт регресії є
незначущим і відповідний член
можна виключити із рівняння.

Отримане рівняння регресії
перевіряли на адекватність,
тобто спроможність його в до�
статній мірі описувати поверхню
відклику [2, 4, 6]. Таку перевірку
здійснювали за допомогою кри�
терія Фішера:

(8)

де ; (9)

r — число паралельних до�
слідів;

— дисперсія

відтворюваності; (10)

—  

дисперсія паралельних дослі�
дів. (11)

Результати проведених 
досліджень
Після обчислення коефіцієн�

тів рівнянь регресії, визначення
їх значущості і перевірки на аде�
кватність отримані наступні ви�
рази, за допомогою яких можна
визначити прозорість купажу та
об’єм згустку муті:

Прозорість купажу (%): 

fпрозор.= – 12,6 – 1,25·10�2·τ + 

+ 0,5·с + 2,46·t – 3,06·10�3·τ ·с + 

+ 7,75·10�3·τ ·t + 4,75·10�3·с t – 

– 5,91·10�3·τ2 – 1,56·10�2·t2.  (12)

Об’єм згустку муті (мг/дм3):

fоб.ос.= 2,29 – 8,06·10�3·τ – 

– 1,4·10�2·с – 5,15·10�2·t + 1,70·

·10�4·с·t + +8,0·10�5· τ2 + 

+ 4,46·10�5·с2 + 3,09·10�4·t2. (13)

Підставляючи у отримані рів�
няння (12, 13) замість вхідних
факторів відповідні їм величини
в інтервалі значень, передбаче�
них у табл. 1, можна вирахувати
прозорість та об’єм згустку муті
у обробленому палигорськітом
(при обраних технологічних па�
раметрах) купажу. 

Отримані рівняння мають
практичну цінність, оскільки до�
зволяють за вихідними техно�
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логічними параметрами про�
гнозувати хід процесу і якість
отриманого продукту. Відносна
похибка отриманих рівнянь зна�
ходиться в межах допустимих
значень (5 % від середнього
значення кожного з факторів).

Метою наших подальших до�
сліджень була оптимізація про�
цеса адсорбції ВМС із купажу
глинистим дисперсним мінера�
лом палигорськітом, яку можна
було реалізувати при наявності
ступенів вільності у об’єкта, що
оптимізується і можливості кіль�
кісної оцінки оптимізуючої вели�
чини.

Для реалізації поставленої
мети необхідно було вирішити
наступні задачі:

1. Скласти математичну мо�
дель об’єкта оптимізації.

2. Вибрати критерій опти�
мальності і сформувати цільову
функцію.

3. Встановити можливі обме�
ження, які повинні накладатися
на змінні.

4. Вибрати метод оптимі�
зації, який дозволить знайти ек�
стремальне значення шуканих
величин.

Математичну модель у виг�
ляді рівнянь регресії вже скла�
дено.

Вибір критерія оптимально�
сті R і формування цільової фун�
кції здійснювали за рівнянням:

R = R(x1, x2 ... xn; y1, y2 ... ym; 

u1, u2 ... uk),           (14)

де x1, x2 ... xn — вхідні пара�
метри; y1, y2 ... ym — вихідні па�
раметри; u1, u2 ... uk — керуючі
параметри.

Зв’язок між параметрами ви�
разу (14) можна встановити ли�
ше при наявності математичної
моделі та результатів поперед�
нього вивчення властивостей
оптимізуючого об’єкта, матема�
тичного опису.

За допомогою одного вихід�
ного параметру неможливо од�
нозначно охарактеризувати до�
сліджуваний процес адсорбцій�
ного очищення купажу, тому для
вирішення оптимізаційної за�
дачі використовували узагаль�
нений критерій оптимізації, який
дозволяє єдиним кількісним по�
казником узагальнити обрані
локальні критерії оптимальності
[7]:

(15)

де fi(x)λi — локальні критерії
оптимальності в безрозмірній
формі; λi – вагові коефіцієнти, i =
1…5.

Для оцінки ефективності про�
цесу адсорбційного очищення
купажу було обрано наступні ло�
кальні критерії (в натуральній
формі):

f1(x) — об’єм згустку муті,
мл/дм3; 

f2(x) — прозорість купажу, %;
f3(x) — тривалість процеса,

хв.; 
f4(x) — температура, °С. 
Вагові коефіцієнти з ураху�

вання важливості локальних
критеріїв оптимізації вибрані
відповідно такі: 0,4; 0,4; 0,1; 0,1.

Перші два показники харак�
теризують якісні властивості
очищеного купажу: у процесі
оброблення прозорість має
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зростати, а об’єм згустку муті,
по�можливості, зменшуватися
до нуля. 

Тривалість та температуру
процесу слід обмежувати з тех�
нологічних і економічних мірку�
вань оскільки зі збільшенням ча�
су та температури адсорбційно�
го очищення знижується вміст
вітамінів та збільшуються енер�
говитрати.

Використання узагальненого
критерію оптимізації вимагає
перетворення локальних крите�
ріїв оптимізації з натуральної в
безрозмірну форму, яке можна
здійснити методом Харрінгтона
через визначення проміжних
параметрів fbi за допомогою
функції бажаності. Нові, без�
розмірні значення локальних
критеріїв, що отримані за допо�
могою функції бажаності, по�
винні змінюватись від 0,01 до
0,99, тому, що в узагальненому
критерії оптимізації вони не бу�
дуть чутливими при наближенні
до 0 або 1.

Для кращого відображення
критеріїв інтервал 0,01...0,99
ділиться на п’ять частин. Про�
міжки від 0,01 до 0,2 відповіда�
ють поняттю «дуже погано», від
0,2 до 0,37 — «погано», від 0,37
до 0,63 —«задовільно», від 0,63
до 0,8 — «добре» і від 0,8 до 0,99
— «дуже добре». Значення ло�
кальних критеріїв оптималь�
ності наведені в табл. 3.

Інтервали бажаностей (табл.
4) вибирали з урахуванням виз�
начених значень локальних кри�
теріїв оптимальності.

Оптимізація і розрахунок оп�
тимальних параметрів процеса
адсорбційного очищення купа�

жу виконані за допомогою паке�
ту прикладних програм Mathcad
Professional 2001. 

На рисунку представлені лінії
рівня узагальненого критерію
оптимізації процесу адсорб�
ційного очищення купажу від
ВМС палигорськітом при сталій
концентрації палигорськіта 2,5 %
мас., яка була встановлена екс�
периментально.

З наведених результатів вид�
но, що максимальне значення
узагальненого критерія оптимі�
зації можемо досягти при три�
валості ведення процесу 32…35
хв. і температурі — 70…75 °С.

Використовуючи програму
пошуку максимального значен�
ня функції і її параметрів за зна�
ченнями індексів, було обчисле�
но параметри процесу адсорб�
ційного очищення купажу при
сталій концентрації адсорбента
2,5 % мас.: температура 71 °С і
тривалість процесу — 32,5 хв.

Отримані оптимальні пара�
метри процеса адсорбційного
очищення купажу від ВМС пали�
горськітом узгоджуються із ре�
зультатами виробничих випро�
бувань.
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Таблиця 4
Інтервали бажаності локальних

критеріїв оптимальності 
для купажу

Локальні
критерії

оптимальності

Значення бажаності

0,01 0,99

f1(x) 0,024 0,001

f2(x) 87 98,6

f3(x) 50 10

f4(x) 50 90
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Висновки
1. Отримані рівняння регресії

за допомогою методу повного
факторного експерименту да�
ють можливість розрахувати
прозорість і об’єм згустку муті
купажу, очищеного палигорсь�
кітом. 

2. Розроблено узагальнений
критерій оптимізації, за допо�

могою якого проведено оптимі�
зацію процеса адсорбційного
очищення купажу від ВМС.

3. Встановлено оптимальні
параметри адсорбційного очи�
щення купажу від ВМС пали�
горськітом: температура 71 °С і
тривалість процесу — 32,5 хв.
при концентрації адсорбента
2,5 % мас.
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