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Проведен всесторонний динамический анализ эффектов

волнообразования и их отражения от препятствия при по4

строении теории оптимальных гасителей вибраций ра4

бочих органов машин различного назначения.

The comprehensive dynamic analysis of effects of wave 

formation and their reflexion from obstacle is carried out 

at construction of the theory optimum damper of labour 

bodies of machineries of different function.

Постановка проблеми

Велика кількість відомих у фі�
зиці хвильових ефектів практич�
но не враховується при аналізі
динамічної поведінки пружних
систем. Частково це пояснюєть�
ся тим, що особливості прояву
хвильових ефектів у ситуаціях,
типових для динаміки машин,
залишаються невивченими. Інши�
ми словами, відсутня культура
знань про хвилі у застосуванні
до задач машинобудування. Ко�
рисність таких знань для розв’яз�
ку технічних проблем продемон�
стрована нижче на ряді конкрет�
них прикладів. Зокрема, аналіз
відбитих хвиль від закріплень, з
однієї сторони, вказує шляхи
побудови оптимальних гасників
вібрації, а з іншої — дозволяє
визначити причини нестійкості
систем з конвекцією і у деяких
випадках розвинути теорію їх
прогнозування.

Аналіз попередніх 

досліджень

У роботах [1—7] проведений
всебічний аналіз відбитих хвиль
від закріплень, проте лише у [6]
наведені методи оптимізації
крутильних коливань у транс�
місіях, які максимально швидко
згасають. У даній роботі запро�
поновані підходи, що дозволяють
оптимізувати параметри гасни�
ків вібрації робочих органів машин
з урахуванням ефектів хвилеут�
ворень (різних видів) у межах
моделей систем з розподілени�
ми параметрами, які підтриму�
ють вказані хвилеутворення. 

Мета роботи

Встановлення оптимальних
параметрів гасників вібрацій ро�
бочих органів машин, де врахо�
вані ефекти відбиття хвиль від
перешкоди та інші явища, що су�
проводжують хвилеутворення у
подібних системах.

Machinery_2(28)_2010_6.qxd  29.07.2010  17:15  Page 29



Результати проведених 

досліджень

При аналізі відбиття хвиль
різного виду від закріплень ви�
никає можливість побудови еле�
ментів і основних засад теорії
оптимальних гасників вібрацій
робочих органів машин різно�
манітного призначення.

1. Оптимальний гасник поз�
довжніх коливань стрижня. 

Поздовжні коливання стриж�
ня описується хвильовим рівнян�
ням

(1)

де u(x, t) — поздовжнє відхи�
лення перерізу стрижня, яке є
функцією поздовжньої коорди�
нати x (вздовж вісі стрижня) та 

часу t;  — швидкість 

розповсюдження поздовжніх
хвиль; E — модуль (матеріалу
стрижня) Юнга; ρ — питома
щільність матеріалу стрижня.
Розв’язок хвильового рівняння у
загальному виді можна подати у
вигляді суперпозиції двох біжу�
чих у протилежних напрямках
хвиль: 

(2)

Ці хвилі зв’язані між собою за
допомогою граничних умов. У
випадку закріплення, яке харак�

теризується масою m, жорст�
кістю k і коефіцієнтом в’язкості
α, маємо

(3)

де S — площа поперечного
перерізу стрижня/закріплення, 

. Звідси, використо�

вуючи (2), знаходимо зв’язок
між падаючою на закріплення 

й відбитою від нього 

хвилями:

(4)

Задаємось метою знайти па�
раметри закріплення, при яких
відбита хвиля не виникає. З (4)
випливає, що параметри такого
закріплення, тобто оптимально�
го гасника поздовжніх коливань,
такі:

(5)

2. Оптимальний гасник згин�
них коливань балки на пружній
основі з натягом.

Розглянемо задачу про опти�
мальний гасник згинних коли�
вань балки на пружній основі з
натягом. У випадку моделі Ти�
мошенко поперечне відхилення
серединної лінії балки u(x, t) та
кут повороту її перерізу ϕ(x, t)
описується системою рівнянь
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(6)

Тут N — натяг; G — модуль
зсуву; I — момент інерції пере�
різу щодо повороту; h — жорст�
кість пружної основи; — кое�
фіцієнт Тимошенко. Вважаючи
балку напівнескінченною (–∝ < x <
< 0), умови на її торці запишемо
у вигляді: 

(7)

де m, I0, k, G, α та β — пара�
метри, які характеризують інер�
ційність, пружність і в’язкість за�
кріплення.

Для однозначного розв’язку
задачі необхідно ще задавати
умову при x → –∝. Будемо вва�
жати, що на нескінченності за�
дане джерело частоти ω, яке по�
стачає енергію згинній хвилі:

u = u0 · ei(ωt – kx), 

ϕ = ϕ0 · ei(ωt – kx).          (8)

Амплітуди u0 та ϕ0, а також
частота ω і хвильове число k
зв’язані між собою за допомо�
гою співвідношень (6).

Причому для останніх, згідно
(6), отримаємо так зване дис�
персійне рівняння:

(9)

З аналізу дисперсійного рів�
няння (9) випливає, що якщо ча�
стота джерела ω < ω1, тоді хвиля
не буде споживати енергію (k —
уявні). При ω2 > ω > ω1 джерело
надає енергію одній хвилі й од�
ній спадаючій вподовж +х за ек�
спонентою осциляції. Коли ω > ω2,
джерело може надати енергію
двом хвилям.

Практичний інтерес зазвичай
представляє інший випадок (ω2 >
> ω > ω1), коли згинні хвилі роз�
повсюджуються вподовж балки,
але їх частоти досить низькі, то�
му довжини хвиль набагато біль�
ше поперечних розмірів балки.
У цьому випадку падаюча хвиля
при взаємодії з закріпленням
породжує одну відбиту хвилю і
одну спадаючу вподовж –х за
експонентою осциляцію, амплі�
туди котрих при ідеальному уз�
годженні балки з закріпленням
будуть дорівнювати нулю. Отже,
умова на параметри оптималь�
ного гасника може бути отрима�
на шляхом підстановки падаючої
хвилі (8) у співвідношення (7):
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(10)

У (10) 

Звідси із врахуванням (9)
знаходимо шукані параметри
оптимального гасника:

(11)

m = k = 0 (або m/k = ω2), I0 =

= G0 = 0 (або I0/G0 = ω2), причо�

му 

(12)

У діапазоні низьких частот (ω
<< ω2), коли швидкості розпов�
сюдження згинних хвиль наба�
гато менше швидкостей розпо�
всюдження поздовжніх і зсувних
хвиль:

(13)

У цьому наближенні у відсут�
ності натягу (C0 = 0) й пружної
основи (ω1 = 0), тобто для моде�
лі балки Бернуллі�Ейлера,

(14)

і, відповідно,

(15)

При достатньо великому на�

тягу для ,

тобто у випадку струнної моделі
при ω1 = 0, k = ω/C0 з (11) знай�

демо, що . Цей ре�
зультат аналогічний отримано�
му вище для поздовжніх хвиль у
однорідному стрижні.

3. Оптимальний гасник кру�
тильних коливань у трансмісіях.

Аналіз однократного відбит�
тя хвиль від границь системи
дозволяє знайти параметри оп�
тимальних гасників і для одно�
рідних дискретних структур. Роз�
глянемо задачу про оптималь�
ний гасних крутильних коливань
у трансмісіях.
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Якщо трансмісія складається
з довільного числа пружних та
інерційних елементів, тоді для
дослідження крутильних коли�
вань її зручно замінити еквіва�
лентною механічною моделлю,
яка складається з пружного ва�
лу, на котрому закріплені зосе�
реджені маси. Коливання такої
системи визначається значен�
нями приведених моментів інер�
ції мас Im відносно вісі валу і
жорсткостями Cm–1, m, Cm, m+1
ділянок валу між дисками (m = 1,
2, …, N).

Величини приведених мо�
ментів інерції і жорсткостей виз�
начаються з умови рівності кіне�
тичної і потенціальної енергії
реальної трансмісії і приведеної
системи.

Бажано, щоб приведена сис�
тема була однорідною, оскільки
у цьому випадку внутрішніх ре�
зонансів немає і, відповідно, ди�
намічні навантаження розподі�
лені вподовж трансмісії рівно�
мірно. Тому, вважаючи у подаль�
шому Im = I й Cm = C, отримаємо
таку систему рівнянь руху:

(16)

де ϕm(t) — кут повороту m�го
диску; I1 та μ1 — момент інерції і
коефіцієнт в’язких втрат гасни�
ка крутильних коливань.

Для відшукання параметрів
оптимального гасника достат�
ньо розглянути задачу про коли�
вання напівнескінченного лан�
цюга дисків (N → ∝) з гасником
на кінці (рис.).

Будемо вважати, що на не�
скінченності знаходиться дже�
рело збурень, яке створює хви�
лю, що біжить по ланцюгу дисків 

вліво: 

Хвиля збурення після взає�
модії з гасником відбивається
від нього і розповсюджується по
системі вправо:

Таким чином, рух m�го диску
можна подати у вигляді суми
цих хвиль. Підставляючи її у
(16), знаходимо зв’язок між ам�
плітудами падаючої і відбитої
хвиль:

A · eik(I1 · ω2 + C – C · eik + 
+ i · μ1 · ω) + B · e–ik(–I1 · ω2 + 

+ C – C · e–ik + i · μ1 · ω) = 0, (17) 

а також отримуємо дисперсійне
рівняння, яке зв’язує частоту ω
та хвильовий вектор / хвильове
число k:
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Iω2 = 2C · (1 – cosk).      (18)

З дисперсійного рівняння
видно, що смуга пропускання
однорідного ланцюга обмеже�

на:  .  У  вказаному 

діапазоні частот:

(19)

Отже, для оптимального га�
сіння (B/A = 0) необхідно одно�
часно задовольнити двом умо�
вам:

(20)

4. Подвійний ефект Доплера.
При відбитті хвиль від рухо�

мої перешкоди спостерігається
так званий подвійний ефект До�
плера, який полягає у зміщенні
частоти хвиль. Цей ефект суп�
роводжується зміною величини
енергії, яку переносить хвиля.
Якщо хвиля і перешкода руха�
ються на зустріч одна одній, тоді
енергія хвилі буде збільшува�
тись, у протилежному випадку
— зменшуватись.

Розглянемо задачу про попе�
речні коливання нескінченної
струни, вподовж якої рівномірно
переміщуються притискуючи
валки. Вважаючи таке закріп�
лення абсолютно жорстким і па�
даючу хвилю заданою:

(21)

з хвильового рівняння:

(22)

і умов на рухомій границі

(23)

знаходимо зв’язок відбитої хви�
лі g(t + x/C0) з падаючою

(24)

Розуміючи далі під t(1 + β) ар�

гумент відбитої хвилі , 

знаходимо:

(25)

Після відбиття хвиля залиши�
лась гармонічною і її амплітуда
не змінилась. Перетворення
звелось лише до зміни частоти
за законом подвійного ефекту
Доплера, згідно з яким частота
збільшується при русі границі
назустріч хвилі (υ < 0) і зменшуєть�
ся, якщо хвиля і границі рухають�
ся у одному напрямку (υ > 0).

Зміна частоти супроводжу�
ється й зміною щільності енер�
гії, яку переносить хвиля:
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(26)

(27)

Отже, або 

(28)

Знайдена зміна щільності
енергії відбувається не тільки у
результаті здійснення над хви�
лею роботи зі сторони сил, які
переміщують границю, але і за
рахунок стиснення хвиль. Для
пояснення виказаного розгля�
немо падіння на границю хвилі,
яка складається зі скінченого
числа періодів і має довжину l0.
Час взаємодії τ зв’язаний з l

співвідношенням τ = (l0 + υτ)/C.
Просторова довжина збурення 

після взаємодії .

Виключаючи з цих співвідно�
шень τ, отримаємо:

(29)

У зв’язку з цим відношення
енергії хвилі (ε = h · l) до її часто�
ти у результаті взаємодії з рухо�
мою границею не змінюється:

(30)

це означає збереження кілько�
сті квантів хвильової енергії.

Висновки

1. Проведений всебічний ди�
намічний аналіз ефекту відбиття
хвиль від перешкоди і встанов�
лені основні їх кінематичні пара�
метри.

2. Отримані у роботі резуль�
тати можуть стати у подальшо�
му у нагоді для конструювання
оптимальних гасників вібрацій
робочих органів машин різно�
манітного призначення.
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