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Установлены соотношения, которые связывают между

собой геометрические параметры системы с ее упругими

и вязкосными свойствами, массой измерительного дат;

чика (устройства), в котором возникают собственные

колебания определенной интенсивности при тех

или иных изначальных и граничных условиях.

The correlations, which link the geometric parameters

of the system with its elastic and viscous qualities

and the weight of the meter, which has its own vibrations

of a particular intensity in different conditions are determined.

Постановка проблеми

При взаємодії робочих орга�
нів сільськогосподарських машин
з оброблюваними матеріалами
та середовищами зазвичай необ�
хідно визначити механічні влас�
тивості останніх, а саме: 1) резо�
нансні частоти коливань (різних
видів); 2) розподіл переміщень;
3) еквівалентні маси (матеріалів,
середовищ, що розглядаються
як системи з розподіленими па�
раметрами); 4) пружні та в’язкі
характеристики та ін. При цьому
можна використати для підра�
хунку й кількісної оцінки вказаних
вище механічних величин амплі�
тудно�частотні характеристики
вільних коливань таких систем.

Для коректного розв’язку по�
дібних задач необхідно чітко
визначити, які частини дискрет�
но�континуальних систем підтри�
мують вільні коливання певної
резонансної частоти й просто�

рової форми, що відповідає кон�
кретним граничним умовам.
Слід зазначити, що при цьому
кількісна оцінка масових (інер�
ційних) еквівалентних характе�
ристик суттєво впливає у по�
дальших розрахунках власних
коливань дискретно�контину�
альних систем, до складу котрих
входять також й інерційні харак�
теристики самого вимірюваль�
ного приладу (датчика). Аналіз
саме власних коливань таких си�
стем, їх амплітудно�частотних
характеристик дозволить визна�
чити і їх пружно�в’язкі параметри.

Аналіз попередніх 

досліджень

У роботі [1] наведена мето�
дика визначення пружних влас�
тивостей матеріалу стрижня,
яка заснована на обробці ре�
зультатів вимірювання послідов�
них амплітуд коливань (згинних)



даного стрижня. Проте автори
цитованої роботи визначають
приведену масу стрижня, який
здійснює змінні коливання, ви�
користовуючи рівняння вигнутої
лінії й тим самим ігнорують інші
форми й частоти коливань такої
системи, котрі, безумовно, спра�
вляють свій суттєвий вплив на ве�
личину еквівалентної маси сис�
теми. На думку авторів даного
дослідження, підхід роботи [1]
не зовсім послідовний і у пев�
ному сенсі некоректний, оскіль�
ки не дозволяє врахувати вплив
на інерційні властивості дис�
кретно�континуальних систем
інших мод коливань, форм і ви�
дів (зв’язаних) коливань, а тому
вимагає доопрацювання, уточ�
нення і подальшого узагальнен�
ня з метою залучення його для
використання у інженерних мето�
дах розрахунку основних механіч�
них властивостей оброблюва�
них матеріалів та середовищ,
взаємодіючих з робочими ор�
ганами сільськогосподарських
машин.

У даній роботі запропонова�
ний універсальний підхід та ме�
тодика розрахунку основних ме�
ханічних характеристик дис�
кретно�континуальних систем
за різноманітних видів коли�
вань, які виникають у результаті
вказаної взаємодії.

Мета роботи

Встановлення співвідношень,
які зв’язують між собою геометрич�
ні параметри системи з її пруж�
ними та в’язкими властивостя�
ми, масою вимірювального дат�
чика (приладу), у котрому вини�
кають власні коливання певної
інтенсивності за тих чи інших по�
чаткових та граничних умов.

Результати проведених 

досліджень

Кожна дискретно�контину�
альна система, яка моделює
взаємодію робочого органу
сільськогосподарської машини
певного призначення з оброб�
люваним матеріалом (середо�
вищем), по своїй суті є меха�
нічним резонатором. У якості
прикладу книга Релея «Теорія
звуку», яка написана біля 100
років назад до сих пір зали�
шається прекрасним джерелом
матеріалу щодо коливань тон�
ких смуг та стрижнів, а також
тонких пластин та дисків [2]. От�
же, ми не будемо будувати нову
теорію у цій частині, але погля�
немо на роботи, які виконані
за останні 100 років, що мають
відношення до механічних резо�
наторів. Особливу увагу ми
приділимо наступним типам ре�
зонаторів:

1) тілам, у котрих один роз�
мір значно більший чи менший
двох інших розмірів;

2) товстим тілам, у котрих
хвильовий рух більш складний,
ніж у простих поздовжніх, крут�
них, згинних чи радіальних ви�
дах коливань.

1. Класичний метод розра�
хунку частот та амплітуд

У більшості літературних
джерел вивчення коливань роз�
поділених й однорідних резона�
торів ведеться на основі так зва�
ного класичного методу. При
використанні цього методу ана�
лізу приймають наступні припу�
щення:

1) амплітуда коливань мала,
і характеристики напруження —
деформація (або сила — швид�
кість) лінійні;
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2) немає внутрішніх втрат
енергії, і коливання мають місце
у вакуумі;

3) відсутні об’ємні сили, такі,
як гравітаційні чи магнітні, діючі
на резонатор.

З прийняттям цих трьох гіпо�
тез нашою початковою точкою
аналізу буде виведення системи
лінійних диференціальних рів�
нянь у частинних похідних,
які мають назву хвильових рів�
нянь, котрі описують рух резо�
натора. Опис хвильового руху
всередині кожної малої частини
резонатору проведемо у термінах
хвилі розширення (поздовжньо�
го) й рівнооб’ємної хвилі (зсув�
ної). Ці рівняння зазвичай мають
другий чи четвертий порядок по
часу. Рух частинок у малій області
називають зазвичай переміщен�
ням; наприклад, переміщення
частинки є переміщення її з по�
чаткового положення чи положен�
ня рівноваги у точку, яка визна�
чається координатною систе�
мою.

Наступним кроком аналізу
є виключення часової залеж�
ності хвильових рівнянь підста�
новкою, наприклад, U = U1

.ejwt,
j2 = �1, у член d2U/dt2, де U —
переміщення, після чого будемо
мати (�U1

.ω2.ejwt). Після скоро�
чення всіх членів рівнянь на ejwt

у них залишаться тільки просто�
рові змінні, і ми можемо дослі�
джувати результуючі рівняння,
використовуючи стандартні ме�
тоди розв’язку лінійних дифе�
ренціальних рівнянь.

Зазвичай розв’язки для пе�
реміщень виражають у виді три�
гонометричних, гіперболічних
або беселевих функцій від добут�
ку постійних розповсюдження
на координати (A.sinkx + B.coskx,

наприклад). Якщо тіло неодно�
рідне, тоді необхідно застосува�
ти свої рівняння для кожної од�
норідної частини. Далі визнача�
ються граничні умови, загальне
число їх дорівнює сумарному
порядку диференціальних рівнянь.
Коли резонатор коливається
вільно граничні умови визнача�
ються з того факту, що поверхні
не навантажені, або, іншими
словами, сили й згинні момен�
ти, а відповідно, напруження
й деформації на поверхнях
дорівнюють нулю. Це дозволяє
покласти рівними нулю похідні
від переміщень по координатам
граничних поверхонь. Напри�
клад, деформація dU/dx = 0
при x = 0.

Використовуючи граничні
умови сумісно з рівняннями ру�
ху, ми можемо виключити части�
ну амплітудних постійних і напи�
сати розв’язок у формі, яка за�
стосовується до нашого специ�
фічного резонатору. Подальше
використання граничних умов
дозволяє нам написати рівнян�
ня чи систему рівнянь, з котрих
можна отримати основне час�
тотне рівняння. У матричній
формі рівняння можуть мати
вид:

(1)

де для прикладу у випадку
стрижня, який здійснює коли�
вання згину, 

a11 = ch(kl) – cos(kl), 

де l — довжина стрижня, k —
хвильове число. 

Розв’язок цієї (у загальному
випадку порядку nхn) системи
рівнянь знаходять прирівнюючи
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визначник (a11
.a22 – a21

.а12)
до нуля. Після групування членів
і використання тригонометрич�
них тотожностей ми знайдемо
так звані частотні рівняння,
котрі у випадку стрижня, що здій�
снює коливання згину, зводять�
ся до єдиного рівняння:

(2)

Корені цих рівнянь викорис�
товуються для визначення влас�
них частот резонатору.

Для знаходження власних ча�
стот резонатору необхідно
знайти співвідношення між час�
тотою ω і постійною розповсю�
дження k. Це співвідношення
знаходиться підстановкою час�
тинного розв’язку для перемі�
щень у хвильові рівняння й ско�
рочення членів, які утримують
самі переміщення. Члени, що за�
лишились, утворюють диспер�
сійне рівняння, котре для резо�
натору, який здійснює коливан�
ня стиснення�розтягу по дов�
жині, є просто:

(3)

де ω — кругова частота коли�
вань, k — хвильове число, ρ —
щільність матеріалу, а його мо�
дуль пружності — Е. Підстановка
коренів k у дисперсійне рівнян�
ня дає можливість визначити
власні частоти ωn. 

Після знаходження власних
частот резонаторів можна виз�
начити амплітуду (переміщень)
у довільних точках підстановкою
коренів (kn

.l) частотного рівнян�
ня у рівнянні (1) й потім шляхом
знаходження з нього відношен�

ня постійних А до В. Знаючи
відношення цих постійних, мож�
на знайти амплітуду у будь�якій
точці з рівнянь для переміщень.

У наступних пунктах ми за�
стосуємо класичний метод роз�
в’язку до резонаторів зростаю�
чої складності.

2. Поздовжні й крутні типи
коливань стрижневих резона�
торів

У випадку, коли один розмір
резонатору стає значно біль�
шим двох інших, типи коливань
спрощуються і стають ідеальни�
ми типами коливань поздовж�
нього стиснення — розтягу,
крутки й згину. Хвильові рівнян�
ня для коливань стиснення�роз�
тягу й крутки тонких стрижнів
і смуг мають другий порядок по
відношенню до координати дов�
жини, у той час, як рівняння ко�
ливань згину має четвертий по�
рядок, що буде показано нижче.

2.1. Резонатори поздовжніх
коливань

Резонатор з коливанням по�
здовжнього виду зображений
на рис. 1.

Почнемо аналіз з виведення
хвильового рівняння розповсю�
дження поздовжніх хвиль у тон�
кому стрижні чи смузі.

Сила, прикладена до однієї
сторони перетину (перерізу),
показана на рис. 1, дорівнює на�
пруженню Sx, помноженому на
площу поперечного перерізу А,
у той час як на протилежній сто�
роні перерізу сила дорівнює
Sx

.А + dSx
.А. Сила, визначена пе�

реміщенням u середньої точки
перерізу, дорівнює його (пере�
різу) масі, помноженій на при�
скорення. Знаходячи суму всіх
сил (алгебраїчну), знайдемо:
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(4)

де ρ — щільність матеріалу
резонатора.

Збираючи члени й ділячи на
A.dx, отримаємо:

(5)

Враховуючи, що напруження
Sx дорівнює модулю пружності
Е, помноженому на деформацію
dU/dx (де dU є різницею пере�
міщень на двох сторонах пере�
різу), з (5) отримаємо хвильове
рівняння:

(6)

Нашим першим кроком у зна�
ходженні резонансних частот
і амплітуд буде виключення за�
лежності від часу у рівнянні (6).
Оскільки U залежить від часу як
ejwt, тоді:

(7)

З основ теорії лінійних дифе�
ренціальних рівнянь випливає,
що розв’язком (7) є:

U(x) = A.sin(kx) + B.cos(kx),  (8)

де x — відстань від кінця
стрижня, а k — постійна розпов�
сюдження (хвильовий вектор).

Оскільки ми розглядаємо
тільки випадок, приведений
на рис. 1, де кінці стрижня коли�
ваються вільно, можна проди�
ференціювати (8) й записати:

(9)

При х = 0, оскільки sin kx = 0,
Ak.coskx – 0 = 0 або A = 0. Отже,

U(x) = B.cos(kx),        (10)

Наступним кроком буде накла�
дання граничної умови при х = l,
котра із врахуванням (9) зали�
шається у вигляді:

sin(kl) = 0.              (11)

Рівняння (11) є результуючим
частотним рівнянням, котре має
корені при:

kn
.l = n.π,   n = 1,2,3….    (12)

Далі встановимо зв’язок
між k й частотою за допомогою
підстановки розв’язку (10)
у хвильове рівняння (7) і дифе�
ренціювання лівої частини. Піс�
ля скорочення на член cos kx от�
римаємо:
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Рис. 1. Резонатор з коливанням поздовжнього виду



(13)

тобто отримаємо так зване
дисперсійне рівняння резонато�
ра. Зазначимо, що фазова швид�
кість, визначена як ω/k, і групо�
ва швидкість, визначена як
dω/dk , постійні і дорівнюють:

(14)

Оскільки на будь�якій частоті
швидкість постійна, поздовжній
тип коливань називають безди�
сперсійним (недисперсійним).

Потім підставимо величину
kn з рівняння (12) у дисперсійне
рівняння (13); це дає змогу
знайти співвідношення для виз�
начення резонансних частот
стрижня:

(15)

Для кожної моди порядку n
за допомогою підстановки ве�
личини kn з (12) у рівняння (10)
може бути знайденим розподіл
переміщень U(x). У результаті
отримаємо:

U(x) = B.cos(nπx/l).   (16)

Еквівалентна маса 
Еквівалентна маса резонато�

ру визначається як еквівалент
розподіленого параметру стриж�
ня чи пластини, зосереджений
у заданій точці і визначений
для конкретної власної частоти.
Іншими словами, ми замінюємо
еквівалентну схему передаваль�
ної лінії з розподіленими пруж�
но�інерційними параметрами,
на масу й пружину, які мають ре�
зонанс на частоті ωn.

Один з методів знаходження
еквівалентної маси резонатору,
який коливається поздовжньо,
полягає у обчисленні кінетичної
енергії стрижня на резонансній
частоті й ділення цієї енергії
на половину квадрату швидко�
сті у даному напрямку й у даній
точці. Це є наслідком того фак�
ту, що кінетична енергія стриж�
ня інваріантна, тобто кінетична
енергія не залежить від точки
чи напрямку відліку, обраного
для розрахунку еквівалентної
маси. Таким чином, можна
прирівнювати кінетичну енергію
у пружно�масовій системі
до енергії стрижневого резона�
тору.

З рівняння (10) й рівняння

випливає:

(17)

де Mекв.х — еквівалентна ма�
са у точці x, зв’язана зі швид�
кістю Vx у напрямку вісі х. V0
є швидкість у точці х = 0 й ρ —
щільність матеріалу стрижня.
Отже, еквівалентна маса, при�
ведена до кінців стрижня дорів�
нює:

(18)

а після підстановки 

у (18) й інтегрування отри�
маємо:
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(19)

де Mст = ρ.l.A.
Отже, еквівалентна маса,

приведена до кінця поздовжньо�
коливного стрижня (резонато�
ра) у напрямку вісі пластини чи
стрижня, є просто половиною
його статичної маси (Mст). За�
уважимо, що при даному (по�
здовжньому) виді коливань і да�
них граничних умовах (кінці
стрижня вільні від напружень)
виникає результат (19). Якщо
граничні умови змінюються, тоді
й зміниться величина Un(x),
Mекв0,l а також fn, або хоча б од�
на з цих величин.

Наприклад, при визначенні
резонансних частот fn поздовж�
ніх коливань стрижня, у якого
обидва кінці (х = 0 й х = l) закрі�
плені, маємо:

n = 1,2,3,….  (20)

Переміщення має розподіл:

(21)

а еквівалентна маса Mекв0,l
співпадає з (19).

Для випадку, коли на кінці х = 0
стрижня існує нульове перемі�
щення, а на кінці х = l стрижень
вільний від напружень, тобто:

(22)

матимемо:
n = 1,2,3…,  (23)

(24) 

Mекв.0,l співпадає з (19).

Розв’язок для нетонкого
стрижня

У тому випадку, коли радіус
стрижневого резонатору більше,
ніж 1/10 довжини хвилі, у хвильо�
ве рівняння повинен бути введе�
ний коригуючий коефіцієнт. Ре�
леєм [2] та Мезоном [3] було по�
казано, що переміщення вздовж
вісі стрижня виражається у виг�
ляді:

Ux = Z(r).sin(knx),

де Z(r) — функція відстані r
від вісі стрижня. На резонансних
частотах fn постійні розповсю�
дження kn дорівнюють (за відпо�

відних граничних умов) , n є N.

З урахуванням тільки головної
корекції, котра залишає лише
інерцію стиснення�розтягу у на�
прямку, перпендикулярному вісі
стрижня, частотне рівняння
приймає вид:

(25)

де μ — коефіцієнт Пуассона
й а — радіус стрижня. Частотне
рівняння (25) переходить у рів�
няння тонкого стрижня [рівнян�
ня (15)] при a → 0. Мезоном по�
казано, що при дуже великому
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діаметрі стрижня у рівняння по�
винні бути включені члени вищо�
го порядку.

З точки зору обчислення
еквівалентної маси ефект попе�
речної інерції (тобто ефект вра�
хування кінетичної енергії, зв’я�
заної з рухом у напрямку, пер�
пендикулярному вісі стрижня)
полягає у збільшенні цієї маси
по відношенню до величини,
визначеної співвідношенням
(19). Причина збільшення поля�
гає у наступному: кінетична
енергія, яка зв’язана з коливан�
ням вподовж вісі х, дещо менше
повної кінетичної енергії стриж�
ня (чисельник співвідношення
(18), який визначає еквівалент�
ну масу). Отже, відношення по�
вної енергії до члену у знамен�
нику, який має квадрат швид�
кості у напрямку вісі х, збільшу�
ється. Навпаки, еквівалентна
маса у напрямку, перпендику�
лярному вісі, зменшується, коли
відношення діаметру до довжи�
ни зростає (при умові збере�
ження статичної маси постійно).

2.2. Резонатори (стрижневі)
з коливаннями скрутки

Стрижневі резонатори з ко�
ливаннями крутного виду засто�
совуються у радіотехніці й теле�
фонії. Важливо розглянути
не тільки частотні рівняння,
але й рівняння для еквівалент�
ної маси стрижня з крутними ко�
ливаннями у напрямку вісі стриж�
ня. Слід зазначити, що аналіз
крутних коливань важливий при
дослідженні функціонування
у робочих режимах карданних
валів, трансмісії сільськогоспо�
дарських машин різноманітного
призначення.

Частотні й амплітудні співвід�
ношення

Частотні й амплітудні харак�
теристики резонаторів з крутни�
ми коливаннями знаходяться
за допомогою такої ж техніки
обчислень, котра була викорис�
тана при аналізі коливань по�
вздовжнього типу. Результуючі
співвідношення для тонкого
стрижня використовують понят�
тя пружного модуля зсуву й ку�
тового переміщення θ:

(26)

(27)

де θ1 — кутове переміщення
кінців стрижня.

Швидкість розповсюдження 

коливань крутного виду ,

де G — модуль зсуву матеріалу
стрижня, а ρ — його щільність,
така ж, як і швидкість рівно
об’ємної (зсувної) хвилі у нескін�
ченному середовищі. Однакові
залежності (формули) мають
місце не тільки для швидкості,
але, як і для нескінченного сере�
довища, у котрого не відбуваєть�
ся зміна об’єму, частота коли�
вань не залежить від співвідно�
шення між радіусом і довжиною
стрижня. Отже, співвідношення
(26) і (27) можна застосовувати
також і для випадку великого
діаметру стрижня.

Еквівалентна маса
Рис. 2 показує поперечний

переріз стрижня радіусу a.
Для малих переміщень лінійне
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переміщення точки вподовж
радіусу дорівнює r.θ. Отже,
лінійна швидкість у довільній
точці дорівнює:

(28)

Для того, щоб знайти еквіва�
лентну масу у точці тангенціаль�
ного напрямку (на лінії кола
радіусу r), слід розподілити по�
вну кінетичну енергію (Wk)
на половину квадрату швид�
кості у даній точці. Вона вира�
жається подвійним інтегралом:

(29)

у якому члени, які стоять
у квадратних дужках, відповіда�
ють масі й швидкості малої об�
ласті стрижня.

Виконуючи вказане вище
інтегрування й ділячи результат
на половину квадрату швидкості
у даній точці, отримаємо спів�
відношення:

(30)

Еквівалентний момент інерції
маси у напрямку прикладеного
моменту τ, як показано на рис.
2, можна подати через Мекв у тій
самій точці й у тому ж напрямку,
як і: Iекв = r2.Mекв.

Отже,

(31)

Зазначимо, що еквівалент�
ний момент інерції маси не за�
лежить від радіальної компо�
ненти точки r.

Оскільки Іекв та Мекв просто
зв’язані множником r2, сконцен�
труємо увагу тільки на еквіва�
лентній масі. У випадку r = а, ко�
ли точка знаходиться на го�
ловній поверхні стрижня,

(32)

і на кінцях стрижня

(33)

або у кінцевому випадку, при
r = a й x = l,
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Рис. 2. Розміри у області попереч�
ного перерізу резонатору з крутни�
ми коливаннями, які використову�
ються у розрахунках еквівалентних
мас у напрямку прикладеної сили
(F) й швидкості (V) або прикладе�

ного моменту (М) та кутової швид�
кості (ω)



(34)

де Мст = ρ.πа2.l (повна/ста�
тична маса стрижня).

На нульовій частоті круглих
коливань (n = 0) стрижень обер�

тається як єдине ціле, й перемі�
щення не залежать від відстані Х.

Використовуючи співвідношен�
ня (28) й (30), знайдемо, що:

(35)

МАШИНИ І  АВТОМАТИЗОВАНІ КОМПЛЕКСИ

82

1. Ковбаса В. П. Визначення механічних властивостей матеріалів шля�
хом дослідження коливань зразка / В. П. Ковбаса, Я. В. Коваль // Вібрації
в техніці та технологіях. — 2009. — № 4(56). — С. 92—96. 2. Rayleigh I. W. S.
Theory of sound / I. W. S. Rayleigh. — N. Y. : Dover, 1945. [Існує переклад: Ре�
лей. Теория звука. В двух томах. Пер. с англ. — М. : Гостехиздат, 1955. — Т.
1. — 503 с.; Т2. — 475 с.]. 3. Mason W. P. Electromechanical Transducers
and Wave Filters / W. P. Mason. — N. Y. : Van Nostrand, 1942. — 420 c.

Рецензент — О. М. Величко, д.т.н.,

професор, НТУУ «КПІ»

Надійшла до редакції 10.05.11




