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Âñòóï
Îстаííім ÷асом ó всьомó світі

активíо реаëіçóºться íова коí-
цеïція роçвиткó ïромисëового
вироáíицтва «Іíдóстрія 4.0» (ïо-
іíøомó íаçиваºться «÷етвертоþ
ïромисëовоþ ревоëþціºþ») [1],
ùо оçíа÷аº роçвиток і çëиття ав-
томатиçоваíого вироáíицтва, оá-
міíó даíиõ і вироáíи÷иõ теõíоëо-
гіé в ºдиíó саморегóëьоваíó сис-
темó, ç íаéмеíøим аáо вçагаëі
відсóтíім втрó÷аííям ëþдиíи ó ви-
роáíи÷иé ïроцес. Çвідси, íаáóëо
веëикого масøтаáó вïровадæеí-
íя роáототеõíі÷íиõ систем (ÐÒС)
ó ïромисëовість, çокрема ó ïоëі-
граôі÷íе вироáíицтво [2, 3]. Áіëь-

øість систем óïравëіííя ïроми-
сëовиõ ÐÒС áаçóþться íа аëгорит-
маõ óïравëіííя çадаíим (ïрограм-
íим) рóõом çаõватó роáота-ма-
íіïóëятора (ÐÌ). Òакі аëгоритми
óïравëіííя ÐÌ роçгëядаþться як
íеëіíіéíі аëгоритми ïодіëó ïро-
грамíого рóõó ÐÌ çа ¿õ стóïеíя-
ми рóõëивості. Проáëема ¿õ реаëі-
çаці¿ тісíо ïов’яçаíа ç ïроáëемоþ
роçв’яçóваííя íеëіíіéíиõ рівíяíь,
ùо оïисóþть коíôігóраціþ роáо-
та ïри çадаíомó ïоëоæеííі éого
роáо÷ого оргаíó. Òрадиціéíиé ïід-
õід до ріøеííя даíо¿ ïроáëеми
ïоëягаº в çастосóваííі методів ëі-
íеариçаці¿ рівíяíь, ùо оïисóþть
ïоведіíкó ÐÌ çа óмови маëиõ çміí
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коордиíат ëаíок маíіïóëятора,
аáо çастосовóþться методи ком-
ïеíсаці¿ íеëіíіéíостеé çа доïо-
могоþ регóëяторів ріçíиõ тиïів
та систем çворотíого çв’яçкó [4–
6]. Îдíим іç íаéáіëьø відомиõ ме-
тодів óïравëіííя маíіïóëяторами
º метод óïравëіííя çа вектором
øвидкості [7–11]. Çастосóваííя
íа ïрактиці цього методó оáме-
æеíо виíикíеííям ó ïроцесі óï-
равëіííя виродæеíиõ çміí стаíó
ëаíок ÐÌ, які маþть áóти враõова-
íі аëгоритмом óïравëіííя. Ó цьомó
виïадкó óïравëіííя çа вектором
øвидкості ôормóºться як ïриріст
коордиíат маíіïóëятора çа одиí
цикë роáоти аëгоритмó. Îдíак та-
киé ïідõід ïотреáóº ÷асто виáи-
рати коордиíати вóçëовиõ то÷ок
скëадíо¿ траºкторі¿, ùоá ïереõід
від одíіº¿ то÷ки до іíøо¿ сóттºво
íе çміíþвав íеоáõідíó картиíó
рóõó. Îсíовíим оргаíом óïрав-
ëіííя ÐÌ íиíі º ПІÄ-регóëятор.

Íеçваæаþ÷и íа веëикó кіëькість
ïóáëікаціé ç методів íаëаøтóваí-
íя ïараметрів ПІÄ-регóëяторів,
íевиріøеíими çаëиøаþться ùе
áагато ïроáëем ç ¿õ íаëаøтóваí-
íям [2, 9, 12]. Öе оáóмовëеíо тим,
ùо в сó÷асíиõ системаõ óïрав-
ëіííя ÷асто íевідома диíаміка
ïроцесів, реçóëьтати вимірþваíь
містять øóми та çавади, ïроце-
си íеïерервíі та вçаºмоçаëеæíі.
×астиíа ïроáëем виíикаº і ïри
ексïëóатаці¿. Áіëьøість ПІÄ-регó-
ëяторів, ùо вïровадæóþться íа
ïрактиці, íе містить диôереíціаëь-
íо¿ комïоíеíти ÷ереç скëадíість
¿¿ реаëіçаці¿. Ó áагатьоõ виïадкаõ
íеõтóþть ïроцедóроþ каëіáрóваí-
íя, а íедостатíі çíаííя ïро диíа-
мікó ïроцесів óïравëіííя íе до-
çвоëяþть ïравиëьíо оціíити ïа-
раметри регóëятора. Îсíовíим ор-
гаíом óïравëіííя ÐÌ íиíі º ПІÄ-

регóëятор. Ãоëовíоþ ïроáëемоþ
досі º оïтимаëьíе íаëаøтóваí-
íя ïараметрів áагатовимірíого
ПІÄ-регóëятора. ßк реçóëьтат,
áëиçько 30 % регóëяторів, ùо ви-
користовóþться в ïромисëовос-
ті, íаëаøтоваíі íевірíо. 

Çвідси, виріøеííя вкаçаíо¿
виùе ïроáëеми оïтимаëьíого íа-
ëаøтóваííя ïараметрів áагатови-
мірíого ПІÄ-регóëятора актóаëь-
íо і своº÷асíо.

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè
Äëя ÐÌ, çоáраæеíого íа рис.

1 ç k кіíемати÷íими ïарами, ùо
íе маº íадëиøковиõ стóïеíів рóõ-
ëивості, в якого k-вимірíиé век-

тор момеíтів в кіíемати÷íиõ

ïараõ ïов’яçаíиé ç k-вимірíим 

вектором кóтів ïоворотó

в øарíіраõ, íеëіíіéíим диíамі÷-
íим рівíяííям рóõó ÐÌ º рівíяí-
íя Åéëера-Ëаграíæа:

(1)

де M(q) — симетри÷íа додатíо
виçíа÷еíа матриця іíерці¿ роçмір-
íості (k´k); N(q) — k-вимірíиé век-
тор-стовáець момеíтів, оáóмов-
ëеíиõ сиëами Êоріоëіса та відцеí-
тровими сиëами; G(q) — k-вимір-
íиé вектор гравітаціéíого íаваí-
таæеííя.

Îдíіºþ іç íаéваæëивіøиõ çа-
да÷, ùо виíикаþть ïри вïрова-
дæеííі систем óïравëіííя ÐÌ, º
çада÷а íаëаøтóваííя оïтимаëь-
íиõ ïараметрів áагатовимірíиõ
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регóëяторів, çокрема ПІÄ-регó-
ëяторів, які º íаéáіëьø ïоøире-
íим тиïом регóëяторів [11–13]
дëя óïравëіííя та стаáіëіçаці¿ ро-
áо÷ого оргаíó ÐÌ в çадаíиõ то÷-
каõ ïоçиціоíóваííя. В ціé статті
роçгëядаºться çада÷а çíаõодæеí-
íя дëя çадаíиõ диíамі÷íиõ ïо-
каçíиків ïереõідíиõ ïроцесів в
окремиõ ëаíкаõ ÐÌ відïовідíиõ
¿м ïараметрів áагатовимірíого
ПІÄ-регóëятора ÐÌ (рис. 1).

Àíàë³ç ïîïåðåäí³õ 
äîñë³äæåíü
Íеçваæаþ÷и íа веëикó кіëькість

ïóáëікаціé, осíовíі çóсиëëя сïря-
моваíі íа ïодаëьøиé ïоøóк еôек-
тивíиõ і íадіéíиõ методів íаëаø-
тóваííя ПІÄ-регóëяторів. Сëід çа-
çíа÷ити, ùо ïри сиíтеçі систем
óïравëіííя дëя áагатьоõ теõíі÷íиõ
оá’ºктів і теõíоëогі÷íиõ ïроцесів
íе ïотріáíа ¿õ то÷íа математи÷-
íа модеëь, а ïроáëема ïоëягаº
саме ó виçíа÷еííі ïараметрів
регóëятора. Äëя одíовимірíого

виïадкó ця ïроáëема досить ïро-
ста і моæе áóти виріøеíа, çокрема,
методом Çігëера-Íікоëьса [12].
Òиïовиé ПІÄ-регóëятор ïовíістþ
виріøóº çада÷ó стаáіëіçаці¿ íеëі-
íіéíиõ оá’ºктів ïерøого ïорядкó
[11–13]. Çрó÷íість ïракти÷íо¿ ре-
аëіçаці¿ такиõ регóëяторів до-
çвоëяº використовóвати ¿õ і дëя
оá’ºктів виùе ïерøого ïорядкó.
Аëе ïри цьомó вимóøеíо ïосëаá-
ëþþться вимоги до диíамі÷íиõ
õарактеристик системи, çасоáів
ïридóøеííя çáóреíь, осоáëиво,
çа íаявíості íеëіíіéíостеé. Сьо-
годíі íе так áагато теõíі÷íиõ оá’ºк-
тів моæíа оïисати рівíяííями ïер-
øого ïорядкó, тоді як рівíяííя
дрóгого ïорядкó оïисóþть диíа-
мікó áагатьоõ оá’ºктів, çокрема,
і диíамікó окремиõ ëаíок ÐÌ [2, 3].

Íа осíові ПІÄ-регóëяторів ïро-
ïоíóþться ріçíі тиïи óдоскоíа-
ëеíиõ регóëяторів: регóëятор дро-
áового ïорядкó, регóëятор ç ваго-
вими коеôіціºíтами çа ïоõиáкоþ
тоùо. В осíовíомó, всі модиôі-

Ðис. 1. Сïроùеíа сõема роáота-маíіïóëятора: 1 — осíова (оïорíа
коíстрóкція) роáота, 2 — коëоíа, 3 — рóка маíіïóëятора, 4 — кисть
маíіïóëятора, 5 — роáо÷иé оргаí, 6 — дат÷ик çворотíого çв’яçкó, 

7 — ïривід рóки, 8 — áëок ïристроþ óïравëіííя
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каці¿ ïередáа÷аþть такі óдоско-
íаëеííя, ùо ïеретворþþть регó-
ëятор в роáастíиé [14, 15]. В стат-
ті [16] ïроïоíóºться модаëьíиé
метод ïоáóдови роáастíого ре-
гóëятора дëя систем дрóгого ïо-
рядкó ïри íаявíості çовíіøíіõ
çáóреíь, якиé çаáеçïе÷óº якість
ïроцесів óïравëіííя, ùо çадаºть-
ся ó виді оціíок ÷асó ïереõідíо-
го ïроцесó, коеôіціºíта ïерере-
гóëþваííя та доïóстимо¿ стати÷-
íо¿ ïоõиáки. В тоé æе ÷ас ïитаííþ
íаëаøтóваííя áагатовимірíого
ПІÄ-регóëятора íе ïридіëяºть-
ся достатíьо¿ óваги. В роáотаõ
Äевісоíа [15, 17] ïроïоíóºться
метод íаëаøтóваííя тіëьки ПІ-ком-
ïоíеíти ПІÄ-регóëятора ïри ïо-
да÷і стóïеíевиõ çáóреíь та вõід-
íиõ етаëоííиõ сигíаëів. Íиæ÷е
ïроïоíóºться модаëьíиé ïідõід
до íаëаøтóваííя áагатовимірíо-
го ПІÄ-регóëятора в реæимі ста-
áіëіçаці¿ то÷ки ïоçиціоíóваííя,
якиé çаáеçïе÷óº çадаíі диíамі÷-
íі ïокаçíики якості ïереõідíиõ
ïроцесів.

Ìåòà ðîáîòè
Ðоçроáка еôективíиõ мето-

дів оïтимаëьíо¿ стаáіëіçаці¿ ро-
áо÷ого оргаíó ïромисëовиõ ро-

áотів-маíіïóëяторів в то÷каõ ïо-
çиціоíóваííя. Äëя досягíеííя
мети íеоáõідíо:

— досëідити математи÷íі мо-
деëі кіíематики та диíаміки ôóíк-
ціоíóваííя тиïовиõ ïромисëовиõ
роáотів-маíіïóëяторів;

— ïровести ëіíеаріçаціþ оá-
раíо¿ модеëі в окоëиці то÷ки ïо-
çиціоíóваííя роáо÷ого оргаíó
роáота-маíіïóëятора;

— роçроáити модаëьíиé ïід-
õід ç використаííям ïриíциïó
сóïерïоçиці¿ ïоáóдови регóëято-
ра стаáіëіçаці¿ роáо÷ого оргаíó
роáота-маíіïóëятора в роáо÷іé
то÷ці, якиé çаáеçïе÷óº çадаíі ди-
íамі÷íі ïокаçíики якості ïере-
õідíиõ ïроцесів.

Ðåçóëüòàòè ïðîâåäåíèõ 
äîñë³äæåíü
Äëя óïравëіííя рóõом ÐÌ çа-

çíа÷еíого виùе тиïó íаéкраùоþ
º двокоíтóрíа система óïравëіí-
íя, сõема яко¿ çоáраæеíа íа рис. 2.
Çгідíо сõеми, комïëексíе óïрав-
ëіííя рóõом ÐÌ містить три скëа-
довиõ: ïрограмíе óïравëяííя UПÊ,
óïравëіííя стаáіëіçаці¿ UÇВ, а такоæ
додатковиé сигíаë UPT, ùо від-
ïовідаº роáо÷іé то÷ці ÐÒ. Äодат-
ковиé сигíаë ïриçíа÷еíиé дëя
ïокраùеííя якості та гíó÷кості

Ðис. 2. Стрóктóрíа сõема системи óïравëіííя
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óïравëіííя і çаáеçïе÷óº øвидøó
адаïтаціþ ïараметрів системи óï-
равëіííя до çміí ïараметрів ÐÌ.

Система óïравëіííя çаáеçïе-
÷óº відсëідковóваííя вектором
кóтів ïоворотó в øарíіраõ q(t),
áóдь-яко¿ çадаíо¿ (оïорíо¿) траºк-

торі¿ , де — n-вимірíиé

вектор-стовáець довіëьíиõ ôóíк-
ціé ÷асó. Äоціëьíо ïриïóстити, ùо
ці ôóíкці¿ маþть ïоõідíі ïерøого
та дрóгого ïорядків, тоáто íеоá-
õідíі çíа÷еííя кóтово¿ øвидкості  

та кóтового ïрискореííя

моæíа оá÷исëити áеçïо-

середíьо áеç додаткового диôе-

реíціþваííя . Äоціëьíо та-

коæ ïриïóстити, ùоá система óï-
равëіííя ÐÌ çаáеçïе÷óваëа від-
сëідковóваííя траºкторі¿ íеçаëеæ-
íо від доïóстимо¿ маси ваíтаæó
m, тоáто, ùоá диíамі÷íі õаракте-
ристики ÐÌ íе çаëеæаëи від ве-
ëи÷иíи корисíого íаваíтаæеííя.
Êрім цього, одíіºþ іç íаéваæëи-
віøиõ çада÷, ùо виíикаþть ïри
вïровадæеííі систем óïравëіííя
ÐÌ, º çада÷а íаëаøтóваííя оïти-
маëьíиõ ïараметрів áагатовимір-
íиõ регóëяторів, çокрема ПІÄ-ре-
гóëяторів, які º íаéáіëьø ïоøире-
íим тиïом регóëяторів [11–13]
дëя óïравëіííя та стаáіëіçаці¿ ро-
áо÷ого оргаíó ÐÌ в çадаíиõ то÷-
каõ ïоçиціоíóваííя.

Аïроксимóºмо íеëіíіéíó мо-
деëь диíамі÷íо¿ системи (1), роç-
кëавøи в ряд Òеéëора в окоëі ïо-
то÷íо¿ роáо÷о¿ то÷ки (ÐÒ) ïрограм-
íо¿ траºкторі¿ рóõó ÐÌ ëіíіéíоþ
іíваріаíтíоþ ó ÷асі áагатовимір-
íоþ модеëëþ [3]:

(2)

де q(t) та j(t) — відõиëеííя ïо-
то÷íиõ çíа÷еíь векторів кóтів ïо-
воротó і момеíтів в øарíіраõ ÐÌ
від відïовідíиõ çадаíиõ çíа÷еíь:

Òри матриці L, K, R роçмірíо-
сті (n´n) ëіíеариçоваíо¿ модеëі (2)
çаëеæать від коордиíат ïото÷íо¿
роáо÷о¿ то÷ки і моæóть áóти оá-
÷исëеíі íа осíові вираçів [19]:

L = [M*]PT, 

(3)

де [M*]PT — çведеíа до роáо÷о¿
то÷ки симетри÷íа додатíо ви-
çíа÷еíа матриця іíерці¿ роçмір-
íості (n´n); N, H, G — çведеíі до
роáо÷о¿ то÷ки відцеíтрові сиëи,
сиëи Êоріоëіса та сиëи гравіта-
ці¿, відïовідíо.

Іç рівíяíь (1)–(3) моæíа çроáи-
ти висíовок, ùо матриця L çавæди
симетри÷íа, додатíо виçíа÷еíа,
отæе, íевиродæеíа.

Ðівíяííя (2) явëяº соáоþ сис-
темó çв’яçаíиõ ëіíіéíиõ диôереí-
ціаëьíиõ рівíяíь, ùо оïисóþть ди-
íамікó ÐÌ ó відõиëеííяõ çа íаяв-
íості çáóреíь в окоëі ïото÷íо¿ ро-
áо÷о¿ то÷ки (ÐÒ).

Ùоá отримати ëіíеариçоваíе
диôереíціаëьíе рівíяííя введе-
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мо íастóïíі ïоçíа÷еííя дëя óçа-
гаëьíеíиõ коордиíат:

vi = qi; i = 1,…n.

Враõовóþ÷и, ùо:

рівíяííя (2) моæíа çаïисати як: 

(4)

Враõовóþ÷и ці ïоçíа÷еííя,
рівíяííя (4) в стаíдартíіé ôормі
Êоøі çаïисóºться як: 

(5)

(6)

де A, B, C —

ïостіéíі матриці відïовідíо¿ роç-
мірíості, çокрема, матриця A º
áëо÷íоþ, тоáто 

A = {Ajr}, (j, r = 1,2), де A11 = E,

A12 = 0, A21 = L–1K, A22 = L–1R.

Приïóскаºмо, ùо ÐÌ — це оá’ºкт,
ùо ïовíістþ сïостерігаºться,
тоáто в рівíяííі (6) матриця C = E,
тоáто діагоíаëьíа, одиíи÷íа. Òаке
ïриïóùеííя íе º ïриíциïовим
і ó даíомó виïадкó çастосовóºть-
ся дëя áіëьø íао÷íого ïредстав-
ëеííя реçóëьтатів.

Відомо, ùо çакоí óïравëіííя
áагатовимірíого ПІÄ-регóëятора
маº вид [9, 10]:

(7)

де матриці P, KI, PD — коíс-
таíти відïовідíо¿ роçмірíості,
які º коеôіціºíтами ïідсиëеííя
ïроïорціéíо¿, іíтеграëьíо¿ та ди-
ôереíціаëьíо¿ скëадовиõ ПІÄ-ре-
гóëятора.

Введемо такоæ дëя системи
(5–6) квадрати÷íиé ôóíкціоíаë
якості видó:

(8)

де G, Q — діагоíаëьíі матриці ïо-
стіéíиõ коеôіціºíтів відïовідíо¿
роçмірíості. 

Îкрім цього, враõовóþ÷и, ùо
дëя ëіíіéíиõ систем діº ïриíциï
сóïерïоçиці¿, роçгëяíемо сïо÷ат-
кó çада÷ó íаëаøтóваííя ïроïор-
ціéíо¿ та диôереíціаëьíо¿ ÷астиí
ПІÄ-регóëятора (7) системи (5–6),
тоáто:

(9)

Çа такиõ ïриïóùеíь і ïоçíа-
÷еíь çадаíó çада÷ó моæíа сôор-
мóëþвати íастóïíим ÷иíом: сиí-
теçóвати áагатовимірíиé ПІÄ-ре-
гóëятор стаáіëіçаці¿ то÷ок ïоçиціо-
íóваííя роáо÷ого оргаíó ÐÌ, ùо
реаëіçóº çакоí óïравëіííя (9) та
міíіміçóº ôóíкціоíаë (8).

В такіé ïостаíовці даíа çада-
÷а º кëаси÷íоþ çада÷еþ АÊÎÐ —
аíаëіти÷íого коíстрóþваííя оï-
тимаëьíиõ регóëяторів. Îсíовíиé
íедоëік методів АÊÎÐ ïоëягаº
ó відсóтíості áеçïосередíього
çв’яçкó коеôіціºíтів ôóíкціоíаëó
(7) ç диíамі÷íими ïокаçíиками ïе-
реõідíиõ ïроцесів в реæимі стаáі-
ëіçаці¿. Ùоá óсóíóти цеé íедоëік
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ïроïоíóºться çастосóвати метод
модаëьíого сиíтеçó çакоíó стаáі-
ëіçаці¿ (9) íа осíові çаïроïоíова-
íого авторами в [18] методó íе-
виçíа÷еíиõ коеôіціºíтів, якиé в ціé
статті óçагаëьíþºться дëя áага-
товимірíого (векторíого) óïрав-
ëіííя іç çастосóваííям ïриíциïó
сóïерïоçиці¿. Äëя реаëіçаці¿ да-
íого ïідõодó сïо÷аткó ïриéмемо
в (9) PD = 0 та виçíа÷имо оïти-
маëьíі çíа÷еííя P(p1, p2, …pn)
ïроïорціéíо¿ ÷астиíи ПІÄ-регó-
ëятора.

Åтаï 1. Приéмаºмо u = (u1, 0,
…, 0)T, u1 = u. Відомо [16], ùо дëя
систем видó (5–6), ùо º ïовíі-
стþ сïостереæíими (C = E), çа
квадрати÷íого критеріþ (8) оïти-
маëьíе óïравëіííя u º ëіíіéíоþ
ôóíкціºþ стаíó u = PTx, ïри цьомó
вектор коеôіціºíтів çворотíого
çв’яçкó P(p1, p2, …pn) моæíа ви-
áрати таким ÷иíом, ùо ïоëþси
çамкíеíо¿ системи (5–6) áóдóть
роçтаøоваíі в íаïеред çадаíиõ
довіëьíиõ то÷каõ, ùо çаáеçïе÷ó-
þть íеоáõідíі диíамі÷íі õаракте-
ристики. Òаким ÷иíом, çада÷а çво-
диться до виçíа÷еííя оïтимаëь-
íо¿ оáëасті роçтаøóваííя ïоëþ-
сів та оá÷исëеííя çа ¿õ çíа÷еííями
коеôіціºíтів çворотíого çв’яçкó.

Ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºí-
ò³â. Приïóстимо, ùо çгідíо ç ро-
áотоþ [18] çíа÷еííя ïоëþсів ві-
домо, ïокаæемо, ùо коеôіціºíти
P(p1, p2, …pn) ëіíіéíо вõодять
до вираçó дëя коеôіціºíтів õарак-
теристи÷íого ïоëіíомó çамкíóто¿
системи ïри відïовідíиõ стеïе-
íяõ l:

(10)

Äіéсíо,  ïриïóстимо,  ùо 

. Òоді, відíімаþ÷и 

від j-го рядка k-иé (j ¹ k), ïомíо-

æеíиé íа , отримаºмо виçíа÷-

íик, ùо дорівíþº ïо÷атковомó (9),
в якомó коеôіціºíти çворотíого
çв’яçкó P(p1, p2, …pn) вõодять
в k-иé рядок. Ðоçкриваþ÷и éого
çа еëемеíтами цього рядка та грó-
ïóþ÷и ÷ëеíи ïри відïовідíиõ сте-
ïеíяõ l, отримаºмо остато÷íиé
вираç:

Аáо

(11)

Íевідомі ïараметри cji, dj(j = 0,
n – 1, i = 1, n) оá÷исëþºмо çа (n + 1)
крок методом íевиçíа÷еíиõ кое-
ôіціºíтів. Äëя цього íа ïерøомó
кроці ïриïóскаºмо, ùо pi = 0(i = 1, n)
ó виçíа÷íикó (10), і роçкриваþ÷и
éого одíим іç методів [19], çíа-
õодимо, ùо ïотріáíі коеôіціºíти
ïри ріçíиõ стеïеíяõ l виçíа÷а-
þть íевідомі коеôіціºíти dj(j = 0,
n – 1) ó вираçі (10) ïри відïовід-
íиõ стеïеíяõ l. Íа íастóïíиõ n
крокаõ, ïриéмаþ÷и ïосëідовíо
одиí іç коеôіціºíтів pi(i = 1, n) таким,
ùо дорівíþº одиíиці, а іíøі íóëþ,
роçкриваºмо виçíа÷íик (10) і от-
римóºмо вираç дëя íевідомого



ïараметрó cji ïри відïовідíомó
стеïеíі lj(j = 0, n – 1):

cji = fj – di,                (12)

де fj — коеôіціºíт ïри lj в i-мó
õарактеристи÷íомó виçíа÷íикó.
Õарактеристи÷íиé ïоëіíом çамк-
íóто¿ системи (10) ç íеоáõідíими
кореíями l1, l2, … ln маº вигëяд:

(13)

В реçóëьтате, ïрирівíþþ÷и ви-
раçи в (11) та (13) ïри одíаковиõ
стеïеíяõ lj(j = 0, n – 1) і ïриéма-
þ÷и до óваги (12), отримаºмо си-
стемó ëіíіéíиõ аëгеáра¿÷íиõ рів-
íяíь дëя оá÷исëеííя коеôіціºí-
тів çворотíого çв’яçкó:

(14)

де 

Òаким ÷иíом, роçв’яçавøи си-
стемó (14) дëя ïерøо¿ скëадово¿ 

векторó óïравëіííя , отримаºмо

u1 = p11x1 + …p1nxn.

Åтаï 2. Çамикаºмо системó
(5–6) отримаíим çíа÷еííям
óïравëіííя  u 1.  Приéмаºмо 

, u2 = u. Вра-

õовóþ÷и це, ôормóºмо íовиé ви-
çíа÷íик видó (10) і, ïовторþþ÷и
оá÷исëеííя ïерøого крокó, от-
римаºмо:

u2 = p21x1 + …p2nxn.

Продовæóþ÷и таким ÷иíом оá-
÷исëеííя ôормóºмо всі íастóïíі
скëадові векторó u вкëþ÷íо до n-¿.

…
Åтаï n. Çамикаºмо системó

(5–6) отримаíим çíа÷еííям óï-
равëіííя uk – 1. Приéмаºмо u =
= (0, 0, …, uk), uk = u та ïовторþ-
þ÷и всі ді¿ ïерøого і íастóïíиõ
етаïів маºмо:

un = pk1x1 + …pnnxn.

Äаëі дëя отримаíиõ çíа÷еíь
векторó Ð, враõовóþ÷и (5) та (9),
ôормóºмо рівíяííя çамкíóто¿ çа
øвидкістþ оïтимаëьíо¿ системи
ó виді:

де A* = (A + BP).
Äëя çíаõодæеííя оïтимаëь-

íиõ çíа÷еíь векторó PD çíовó ско-
ристаºмось оïисаíоþ виùе ïро-
цедóроþ ç тим æе сïектром áа-
æаíиõ çíа÷еíь кореíів l1, l2, … ln.

В реçóëьтаті, íа осíові ïриí-
циïó сóïерïоçиці¿ оá÷исëимо ма-
трицþ коеôіціºíтів ïроïорціé-
íо¿ та диôереíціаëьíо¿ ÷астиíи
ПІÄ-регóëятора (9). Аëгоритм
виáорó áаæаíого сïектрó коре-
íів, ùо çаáеçïе÷ить çадаíі диíа-
мі÷íі ïокаçíики ïереõідíиõ ïро-
цесів реæимó стаáіëіçаці¿, çаïро-
ïоíоваíо авторами в статті [18].
Òакиé виáір двоõ матриць коеôі-
ціºíтів P, PD доçвоëяº отримати
ïракти÷íо ідеаëьíó кривó óïрав-
ëіííя, яка çадовоëьíяº çадаíі
диíамі÷íі ïокаçíики ïереõідíиõ
ïроцесів в реæимі стаáіëіçаці¿ k
кіíемати÷íиõ ïар роáота-маíіïó-
ëятора. 

KI = e(CA–1B)↑, → (15) 

де e — скаëярíиé ïараметр óï-
равëіííя. 
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Òакиé регóëятор викоíóº де-
комïоçиціþ системи (5), (6) çа
стіéкими стаíами. Äіéсíо, матри-
ця (CA–1B)T º ôóíдамеíтаëьíоþ,
яка то÷íо ïередаºться ïри íóëьо-
віé ÷астоті. Çíак ↑ ó ôормóëі (14)
оçíа÷аº оïераціþ ïсевдоіíвер-
сі¿, яка дëя ïрямокóтíо¿ матриці
оá÷исëþºться як:

G↑ = GT(GGT)–1. (16)

В даíомó виïадкó çа óмови,
ùо C = E, B = E, A–1A = E, іí-
теграëьíиé коеôіціºíт ПІÄ-регó-
ëятора KI = eI — це одиíи÷íа діа-
гоíаëьíа матриця, ïомíоæеíа
íа скаëярíó веëи÷иíó e. Скаëяр-
íиé ïараметр e в (15) моæíа ëегко
виáрати ïри модеëþваííі çада-
íого рóõó роáота-маíіïóëятора.

Äëя оціíки çаïроïоíоваíого
модаëьíого ïідõодó ïроведеíо
комï’þтерíе модеëþваííя íас-
тóïíим ÷иíом: áóëо ïриéíято,
ùо ëіíеариçоваíа диíаміка i-то¿
ëаíки áагатовимірíого ПІÄ-ре-
гóëятора оïисóºться системоþ
рівíяíь дрóгого ïорядкó [10].

Çакоí óïравëіííя ПІÄ-регó-
ëятора виçíа÷аºться çгідíо (7).
Поçíа÷ив íаëаøтоваíиé ïриве-
деíим в статті модаëьíим мето-

дом ПІÄ-регóëятор як ПIÄ2-ре-
гóëятор, сïерøó ïроведеíо мо-
деëþваííя ïереõідíиõ ïроцесів
дëя i-¿ кіíемати÷íо¿ ïари ÐÌ ïо-
рівíяíо ç íаëаøтóваííям ïере-
õідíиõ õарактеристик çа методом
Çігëера-Íікоëьса (ПІÄ1-регóëятор)
çа відсóтíості çáóреííя і çа éого
íаявíості (рис. 3).

Êрім того, ïроведеíо ïорів-
íяëьíе модеëþваííя ïереõідíиõ
ïроцесів стаáіëіçаці¿ роáо÷ого
оргаíó ÐÌ, отримаíиõ çа доïо-
могоþ AÊOÐ та çаïроïоíоваíо-
го в статті модаëьíого сиíтеçó,
дëя двоõ виïадків відõиëеííя від
çадаíо¿ то÷ки ïоçиціоíóваííя:
а) õ10 = 1 см; õ20 = 0; á) õ10 = 5 см;
õ20 = 0.

Ç граôіків (рис. 3) видíо, ùо
дëя i-¿ кіíемати÷íо¿ ïари маíіïó-
ëятора ïорівíяíо ç íаëаøтóваí-
íям ïереõідíиõ õарактеристик
çа методом Çігëера-Íікоëьса
(ПІÄ1-регóëятор) ïереõідíиé ïро-
цес ПIÄ2-регóëятора маº аïеріо-
ди÷íиé õарактер áеç ïеререгó-
ëþваííя, ïри íаявíості çáóреí-
íя º меíø коëиваëьíим. Ç гра-
ôіків (рис. 4) видíо, ùо çаïроïо-
íоваíиé в статті метод модаëь-
íого сиíтеçó º áіëьø еôективíим,
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Ðис. 3. Переõідíі ïроцеси ПІÄ1- та ПІÄ2-регóëяторів: çа відсóтíості
çáóреííя (а); çа íаявíості çáóреííя M(t) (á)

а á



íіæ метод АÊÎÐ ç то÷ки çорó çа-
áеçïе÷еííя çадаíиõ диíамі÷íиõ
ïараметрів ïереõідíиõ ïроцесів
стаáіëіçаці¿ (в даíомó виïадкó ÷ас
стаáіëіçаці¿ і стóïіíь коëиваíь. 

Âèñíîâêè
Åôективíість ïракти÷íого çа-

стосóваííя ÐÌ çíа÷íоþ міроþ ви-
çíа÷аºться якістþ та øвидкістþ
викоíаííя íими çадаíиõ оïера-
ціé в ріçíиõ реæимаõ ôóíкціоíó-
ваííя. ßкість óïравëіííя в своþ
÷ергó çаëеæить від то÷íості ïо-
çиціоíóваííя роáо÷ого оргаíó 

маíіïóëятора. Öе оáóмовиëо ак-
тóаëьíість çаïроïоíоваíого ав-
торами ïідõодó, в якомó ïроïо-
íóºться ïроцедóра íаëаøтóваí-
íя ïараметрів áагатовимірíиõ
ПІÄ-регóëяторів íа осíові мо-
даëьíого сиíтеçó çакоíó стаáі-
ëіçаці¿ ç використаííям çаïро-
ïоíоваíого методó íевиçíа÷е-
íиõ коеôіціºíтів та ïриíциïó сó-
ïерïоçиці¿. Äаíиé ïідõід º óíівер-
саëьíим і моæе çастосовóватись
дëя стаáіëіçаці¿ ôóíкціоíóваííі
теõíі÷íиõ оá’ºктів ріçíого тиïó.
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Ðис. 4. Переõідíі ïроцеси, отримаíі AÊOÐ (а, в) і модаëьíим сиíтеçом (á, г)

а á

в г
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To stabilize the working body at a given positioning point, 
a modal approach to the optimal tuning of the parameters 

of the proportional and differential parts of the multidimen-
sional PID controller is proposed based on the original me-
thod of uncertain coefficients and the principle of super-

position. To eliminate the static error, it is proposed to use 
the Davison method of tuning the integral part of the 

PID controller.

Keywords: robot manipulator; multidimensional PID controller;
modal tuning of PID controller parameters; method of uncertain

coefficients; principle of superposition.
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