
Постановка проблеми

Папір — один з основних еле-
ментів в системі матеріально-тех-
нічного забезпечення сучасного
поліграфічного виробництва.
Потреби споживання друкарсь-
кого паперу у світі постійно зро-
стають при тому, що у зв’язку із за-
бороною використання полімер-
них пакувальних плівок (поліети-
ленових пакетів) та збільшення
попиту на чистоцелюлозні паку-
вальні матеріали, у 2021 р. ви-
робництво друкарського паперу
в Європі зменшилось на 4 млн т,
а вартість зросла більше ніж вдві-
чі (з 650 до 1,5 тис. євро за тонну)
[1]. Матеріально-технічне забез-
печення сучасних підприємств
поліграфічної галузі обумовлює
наявність друкарського паперу
з необхідними експлуатаційними
технологічними властивостями,
зокрема деформаційними та всо-

тувальною здатністю, що мають
значний вплив на якість друко-
ваної продукції. Це призводить
до необхідності вдосконалення
процесів та обладнання з вироб-
ництва друкарського паперу.
Технологія виготовлення паперу
є енерго- та ресурсозатратним
процесом, в якому найбільш три-
валим і вартісним етапом є ви-
далення води з паперового по-
лотна задля досягнення необхід-
ного рівня його вологості. Сучас-
на тенденція організації проце-
су зневоднення паперової маси
характеризується необхідністю
відокремлення найбільшої кіль-
кості води на етапі механічних
технологічних операцій, що доз-
воляє зменшити тривалість нас-
тупного етапу — сушіння папе-
рового півфабрикату і тим самим
знизити витрати на теплову енер-
гію. Таким чином, більш ефективна
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технологія пресування паперових
півфабрикатів дозволяє виріши-
ти проблему зниження собівар-
тості готових виробів. 

Теоретичні аспекти процесу
пресування паперового полотна
є одним з найбільш складних зав-
дань сучасної механіки дисперс-
них матеріалів. Проблема поля-
гає у розв’язанні зв’язаної задачі
фільтрації води і повітря в дефор-
муючому пористому середовищі
та ущільнення самого пористо-
го каркасу. Крім того, необхідно
враховувати технологічні параме-
три процесу пресування папе-
рового полотна (вологість, тем-
пература, композиція паперової
маси та ступінь її розмелювання;
швидкість обертання та діаметр
пресувальних валів, кінетика ви-
ходу рідини, ступінь ущільнення
тощо).

Для створення ефективної
системи керування процесом
пресування паперового полотна,
яка б враховувала конструкцій-
но-технологічні параметри про-
цесу відокремлення рідини та су-
часні вимоги до ресурсо- та енер-
гозбереження, необхідно розв’я-
зати наступні основні завдання: 

— проаналізувати закономір-
ності процесу зневоднення па-
перових мас та на їх основі роз-
робити математичну модель
процесу фільтраційного відокрем-
лення рідкої фази з паперового
півфабрикату;

— дослідити ефективність роз-
робленої теоретичної методики
розрахунку кінетики відокремлен-
ня рідини та ущільнення паперо-
вого полотна.

Аналіз попередніх 

досліджень

Проблемі зневоднення папе-
рового полотна присвячена знач-

на кількість досліджень [2]. Мож-
на виділити два основних меха-
нізми відокремлення рідкої фа-
зи: фільтраційний (відбувається
за рахунок наявності градієнту
тиску в об’ємі паперової маси)
та вологоперенесення за рахунок
градієнта температур в об’ємі па-
перової маси (сушіння) [3]. Ос-
кільки процес сушіння є достат-
ньо енергоємним, то у сучасних
технологіях виготовлення папе-
ру приділяється велика увага
процесам механічного відокрем-
лення рідкої фракції у паперових
півфабрикатах. Для цього роз-
роблено різноманітні конструкції
пресувальних пристроїв та бага-
тоступеневі режими пресування
паперових виробів [4]. Для удо-
сконалення процесів пресуван-
ня вологонасичених паперових
мас необхідно враховувати чис-
ленні конструктивно-технологіч-
ні чинники: структурно-механіч-
ні показники паперового полот-
на (розміри та орієнтація волокон,
вміст та кінетика руху рідини тощо),
величина тиску між пресуваль-
ними валами, тривалість проце-
су пресування, в’язкість води
тощо. Створення відповідної ма-
тематичної моделі процесу пре-
сування вологонасичених папе-
рових матеріалів пов’язано зі
значними математичними труд-
нощами [5]. При цьому контину-
альна теорія суцільного середо-
вища повинна враховувати еле-
менти структурного моделю-
вання дисперсного середовища
[6], яке в контексті моделі кон-
тинуума припускає, що диспер-
сійна фаза, що утримується в ма-
теріалі, розглядаються як без-
перервна та має інші механічні
властивості (на відміну від влас-
тивостей твердої фази) і може
змінювати свій об’єм. Для цього
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використовується принцип екві-
валентності [7], згідно з яким усі
властивості матеріалу твердої
фази в мікро-об’ємах дисперсної
системи співпадають із власти-
востями макроскопічного компакт-
ного однорідного матеріалу. Цей
підхід вимагає використання кон-
цепції представницького елемен-
та (ПЕ) [8], відповідно до якого
точка континуума ототожнюється
з областю, розміри якої малі по-
рівняно з розмірами зразка ма-
теріалу, але й водночас великі
порівняно з окремими структур-
ними елементами (окремими ча-
стками) цього матеріалу. Ці струк-
турні елементи можуть мати до-
вільну хаотичну геометрію, а ПЕ
є нижчим рівнем застосування
структурної моделі дисперсного
матеріалу в рамках континуаль-
ного підходу. Структурні харак-
теристики ПЕ визначаються влас-
тивостями речовин складових
фаз і зовнішніми (технологічними)
умовами оброблення матеріалу.
З метою спрощення математич-
ного опису формоутворення ди-
сперсних матеріалів у роботі [7]
запропоновано використовувати
для відповідних параметрів про-
сторове усереднення по твердій
та рідкій фазах у межах ПЕ. 

Тому, проєктування нових
та удосконалення існуючих тех-
нологічних операцій пресування
паперового полотна проводить-
ся на основі наближених емпі-
ричних залежностей та накопи-
ченого практичного досвіду [3].
В роботах [3, 4] обґрунтовано
необхідність розроблення роз-
рахункових методів визначення
раціональних експлуатаційних
режимів роботи пресів паперо-
робних машин з метою забезпе-
чення ресурсозберігаючих про-
цесів зневоднення паперових

півфабрикатів та прогнозування
показників якості готових папе-
рових виробів необхідних для від-
повідного поліграфічного офор-
млення. Як показано в роботі [9]
нормативні показники кінцевої
продукції визначаються середньою
довжиною волокон, величиною
питомої поверхні та міжволокон-
ними силами зв’язку, що в сукуп-
ності забезпечує фізико-механіч-
ні властивості паперу.

Мета роботи

Розроблення математичної
моделі процесу формоутворення
та пресування паперових водо-
насичених дисперсних систем
для визначення раціональних
конструктивно-технологічних
параметрів режимів зневоднен-
ня та ущільнення паперових пів-
фабрикатів.

Результати проведених 

досліджень

Розглядаючи технологію фор-
моутворення паперових виробів,
приймаємо концепцію подання
відповідних сировинних дисперс-
них мас як двофазних сумішей
пористої або зернистої твердої
деформованої структури з ріди-
ною та газом, яку надалі будемо
розглядати у виді моделі суціль-
ного текучого середовища з при-
писуваними їй фізичними влас-
тивостями, які феноменологічно
відображають неоднорідну (дис-
кретну) структуру дисперсної
фази (тверді частки та волокна)
і внутрішні рухи газорідкого ди-
сперсійного середовища, що від-
буваються в ній. Для описання ме-
ханічної поведінки таких мате-
ріалів використовуємо поняття
напружень, деформацій, щіль-
ності, а також швидкості зміни
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цих параметрів. Ці тензорні та
скалярні характеристики мають
локальну природу і визначають-
ся за допомогою операцій гра-
ничного переходу, коли елемен-
ти простору (об’єми і поверхні)
стягуються до точок (матеріаль-
них). У традиційних моделях кон-
тинуума точки ототожнюють з ча-
стками середовища (нескінчен-
но малий об’єм матеріального
континуума), а ті, у свою чергу, є
елементарними носіями влас-
тивостей матеріалу.

Надалі використовуються два
рівні розгляду поведінки дис-
персної системи. На першому про-
водиться макроаналіз, зв’язаний
з розглядом окремого фрагмен-
та дисперсної маси (рис., а).
Вибір структури даного фрагмен-
та визначається як реальною
геометрією розташування окре-
мих часток, так і розуміннями,
зв’язаними зі зручністю аналізу
даного фрагмента. У ході мікро-
аналізу необхідно визначити роз-
поділ швидкостей в елементар-
ній частці середовища. З його
допомогою за відомими форму-
лами механіки суцільного сере-

довища будується поле швид-
костей деформацій. Отримане
в такий спосіб поле описує мік-
роскопічну поведінку середо-
вища. Макроскопічна поведінка
визначається операцією осеред-
нення за макрооб’ємом.

Для проведення мікроаналізу
пропонуємо ввести у розгляд ПЕ
типу ідеалізованого мікрофраг-
менту дисперсного матеріалу —
елементарний об’єм у виді кру-
гового порожнього циліндра
(рис., б). Матеріал даного ци-
ліндра (тверда фаза дисперс-
ного матеріалу на мікрорівні)
вважається нестисливим, а його
вісь збігається з напрямом од-
ного з головних компонентів тен-
зора швидкостей деформації. 

В області зайнятій циліндром
R1 < r < R2; 0 < z < h розглядають-
ся тільки два компоненти швид-
кості переміщень точок матеріа-
лу vr і vz, які задовольняють рів-
нянню нерозривності:

(1)

Для нівелювання результатів
введеної ідеалізації розглядається
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а б

Зображення умовного макрофрагменту (а) та варіант ідеалізованого ПЕ
мікрофрагменту (б) дисперсного матеріалу



параметр швидкості локальної
(на мікрорівні) енергії деформу-
вання твердої фази з подальшим
її осередненням по всьому об’єму
циліндра [7]: 

(2)

При виведенні (2) враховані
параметри дисперсності матері-

алу — об’ємний 

вміст газорідкої фази; ϕ = α1 —
об’ємний вміст твердої фази;

, а також узагальнена 

реологічна модель матеріалу 

твердої фази , 

де σт — границя текучості мате-
ріалу твердої фази паперової ма-

си, — параметр

інтенсивності швидкостей дефор-
мацій ПЕ, σ0, γ0, n — константи
апроксимації експериментальних
даних; е, Γ — перший та другий
інваріанти тензора швидкостей 

деформацій; .

На основі рівняння (2) фор-
мулюється загальна структура
визначальних (реологічних) спів-
відношень через компоненти тен-
зорів напружень σij і швидкостей

деформацій eij, які враховують
структурно-механічні властиво-
сті паперових мас [S]:

(3)

Реологічну модель (3) допов-
нимо співвідношеннями для твер-
дої фази ПЕ:

(4)

де — перший інваріант 

тензора напружень; 

—

другий інваріант тензора напру-
жень.

Як відомо, деформаційна об-
робка водонасичених дисперс-
них матеріалів супроводжується
двома одночасно плинними про-
цесами: деформуванням твердої
фази і відокремленням диспер-
сійного рідкого середовища.

Вважаємо, що твердий каркас
дисперсного матеріалу являє
собою капілярно-пористе тіло,
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усередині якого можливий рух рі-
дини. Припускаємо далі, що за-
кони такої течії контролюються
звичайною фільтрацією. На осно-
ві аналізу введеної елементарної
комірки (ПЕ) дисперсного мате-
ріалу (рис., б), визначимо швид-
кість рідини, що рухається в стін-
ках комірки. Відповідно до зако-
ну фільтрації у формі рівняння
Дарсі маємо:

(5)

де kР — коефіцієнт проникності
(фільтрації) макрофрагменту
(рис., а).

На відміну від традиційних
задач фільтрації, де рівняння (4)
варто доповнювати рівнянням
нерозривності для рідкої фази,
у даному випадку швидкість ру-
ху рідини може бути визначена
безпосередньо. Адже аналіз про-
цесу фільтрації у межах мікрофраг-
менту (рис., б) може проводити-
ся з використанням кінематики
деформування відповідного ци-
ліндра. Приймаємо, що осьовий
компонент швидкості в елемен-
тарному осередку лінійно зале-
жить від координати z, тому ос-
тання складова у рівнянні (1)
не залежить від r і z. Тому рівнян-
ня (1) можна представити у виді: 

(6)

де .

Перетворимо (6) у:

(7)

Інтегруючи рівняння (7) і поз-
начаючи константу інтегрування
через c, знаходимо:

(8)

Обидві компоненти тензора
швидкостей деформацій знахо-
димо за формулами:

(9)

(10)

Константу c знаходимо з умо-
ви, що швидкість на зовнішній
поверхні циліндра визначається
граничними умовами:

(11)

(12)

На відміну від мікроскопічних
швидкостей деформацій, що за-
довольняють умові нестисливо-
сті, макроскопічні швидкості де-
формацій задовольняють умові
стисливості елементарного об’єму
(рис., б):

eZ + 2er = e,               (13)

де e — швидкість зміни об’єму
ПЕ. Можливість такої зміни, не-
зважаючи на нестисливість ма-
теріалу циліндра, зумовлена на-
явністю внутрішньої порожнини.
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Компоненти мікроскопічних
швидкостей деформацій (9) і (10)
з врахуванням (12), (13) можуть
бути представлені:

(14)

(15)

Введемо у розгляд другий ін-
варіант девіатора макроскопічних
швидкостей деформацій (швид-
кість зміни форми):

(16)

Тоді компоненти тензора швид-
костей деформацій у межах ПЕ
можут бути представлені 

(17)

Гідростатичний тиск Р, що фі-
гурує в законі Дарсі (5), визна-
чається компонентами тензора
напружень σr, σϕ, σz:

(18)

Нижче пропонується метод
визначення напружень шляхом,
що не потребує необхідності
інтегрувати будь-які рівняння.
Спочатку використовуються спів-
відношення подібності девіаторів
напружень і швидкостей дефор-
мацій (4). Записавши перші два
з них у виді:

(19)

знаходимо

(20)

Підстановка (19) у (20) доз-
воляє визначити гідростатичний
тиск через радіальні компонен-
ти напружень та деформацій

(21)

Диференціювання (21) по r,
дає:

(22)

Використовуючи рівняння рів-
новаги елементарного об’єму
в циліндричній системі коорди-
нат, першу складову рівняння
(22) можна представити у виді:
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(23)

Враховуємо реологічні влас-
тивості матеріалу твердої фази
в узагальненому виді:

(24)

Далі, використовуючи (24),
запишемо

(25)

і взявши, згідно (14, 16, 17)
похідну від er, отримаємо:

(26)

Підставляючи отримані рівнян-
ня (23)–(26) в (22) і, виконуючи
нескладні перетворення, знахо-
димо 

(27)

Нарешті, виконуючи диферен-
ціювання в (27), знаходимо

(28)

Кінетика відокремлення рідкої
фази у стаціонарному режимі пре-
сування дисперсного матеріалу

На основі рівняння (5) можна
визначити закономірності відок-
ремлення рідкої фази залежно
від макроскопічного деформова-
ного стану дисперсного волого-
насиченого матеріалу. Критерієм
зневоднення на макрорівні вва-
жаємо швидкість зменшення ма-
си рідкої фази у просторі між твер-
дими частками згідно рис., а.
На мікрорівні, згідно прийнятому
варіанту ПЕ (рис., б), зміна маси
рідини у порожнині циліндра
визначається рівнянням: 

(29)

або швидкість зміни її об’єму:

(30)

де ρ2 — густина рідкої фази.
Величину (30) будемо надалі

відносити до об’єму твердої фа-

зи . Таким чином, по-

дальшому аналізу підлягає ве-
личина, яка визначає відносну
зміну рідкої фази:

(31)
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або з врахуванням співвідношень
для об’ємного вмісту твердої α1
та рідкої α2 фаз 

(32)

Скориставшись законом Дарсі
за формулою (5), а також вира-
зом для зміни тиску за форму-
лою (28), одержимо рівняння,
що описує кінетику відокремлен-
ня рідкої фази:

(33)

Та обставина, що показник сту-
пеня n для більшості дисперсних
матеріалів коливається в межах
між нулем і одиницею, (0 < n < 1)
не складно оцінити швидкість ві-
докремлення рідкої фази залеж-
но від об’ємного вмісту рідкої фа-
зи. Таким чином, на основі (33)
можна отримати наближену про-
порцію:

(34)

Слід відмітити, що коефіцієнт
n можна інтерпретувати, як по-
казник вологонасиченості мате-
ріалу. Чим n ближче до нуля, тим
менший вміст вологи у відповід-

ному матеріалі. Тому можна зро-
бити висновок: чим більш «сухий»
матеріал, тим менша швидкість
виходу рідкої фази за одного і
того ж об’ємного вмісту твердої
фази. Даний висновок хоча і
представляється тривіальним,
проте може розглядатися як не-
пряме підтвердження правиль-
ності модельних побудов, що
представлені вище.

Кінетика ущільнення твердого
каркаса дисперсного матеріалу

Загалом, вихід рідкої фази при-
водить до зменшення вологона-
сичення дисперсного матеріалу,
тому повне дослідження кінети-
ки відокремлення твердої фази
необхідно проводити одночасно
з аналізом кінетики ущільнення
твердого каркаса дисперсного
матеріалу. З цією метою варто
скористатися макроскопічними
визначальними співвідношен-
нями (3), (4), які перетворимо
з використанням перших інва-
ріантів тензорів напружень (18)
та швидкостей деформацій (13)
для прийнятого варіанту ПЕ
(рис., б):

(35)

З врахуванням, що ,

маємо:

Т Е Х Н О Л О Г І Ч Н І  П Р О Ц Е С И

67

IS
S

N
 2

0
7

7
�7

2
6

4
. 

Те
хн

о
ло

гі
я 

і т
е

хн
ік

а 
д

р
ук

ар
ст

ва
. 

2
0

2
1

. 
№

 3
(7

3
)



(36)

Рівняння (33) і (36) дозволя-
ють у загальному випадку одно-
рідного напружено-деформова-
ного стану ПЕ вологонасиченого
дисперсного паперового мате-
ріалу провести спільне досліджен-
ня закономірностей відокрем-
лення рідкої фази та ущільнення
твердого каркасу. Відмітимо,
що процедура визначення об’єм-
ного вмісту твердої фази в дис-
персному матеріалі і об’єму рі-
дини, що виділилася, істотно
полегшується тою обставиною,
що рівняння (33) містить швид-
кість об’ємної зміни (абсолют-
ний параметр) і об’ємний вміст
(відносна величина), а рівняння
(36) не містить параметрів вміс-
ту вологи. Тому рівняння (36)
може бути розв’язане незалеж-
но від (33). Відмітимо, що прак-
тичне використання отриманих
рівнянь (28, 33, 36) не пов’язано
із суттєвими математичними
труднощами. Це обумовлює їх
інженерне значення у можливо-
сті використання при створенні

відповідних інформаційних сис-
тем типу [10] для ефективного
супроводження функціонування
технологічних процесів виготов-
лення паперу.

Висновки

1. Запропоновано методоло-
гічний підхід до створення мате-
матичної моделі процесу пресу-
вання паперових півфабрикатів
в папероробній машині з позиції
механіки дисперсних вологона-
сичених матеріалів.

2. Отримано аналітичні рівнян-
ня, що описують закономірності
кінетики відокремлення рідкої фа-
зи та ущільнення твердого кар-
касу дисперсної системи. 

3. Розроблено методику ви-
значення технологічних парамет-
рів зневоднення паперової маси
при пресуванні в папероробній
машині.

4. Запропоновані методоло-
гічні аспекти можна використо-
вувати для визначення раціо-
нальних режимів експлуатації
пресового обладнання у техно-
логіях виготовлення паперу різ-
ного поліграфічного призначення.

5. Моделювання процесів зне-
воднення паперових мас з враху-
ванням їх структурних особливо-
стей дозволить підвищити еко-
логічність технологій виготовлен-
ня паперу за рахунок зменшення
витрат води та викидів парнико-
вих газів.
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Тhe process of paper web pressing theoretical aspects 

are considered from the standpoint of the mechanics 

of dispersed moisture-saturated materials. The mathema-

tical model of the paper web pressing process has been 

developed. It allows taking into account the shape and par-

ticle size of the material and the kinetics of water separation 

and development of ecological regimes for the paper 

semi-finished products dehydration by reducing the use 

of water and greenhouse gas emissions.

Keywords: paper canvas; paper machine; dehydration 

of paper pulp; pressing the canvas; production ecology.
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